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AVERTISSEMENT. 


Cet Ouvrage est le résumé des Leçons que j’ai 
professées à la Sorbonne, dans la Chaire que la 
Faculté des Sciences m’a fait l’honneur de me 
confier cette année (1848). 

Entièrement libre du choix des matières de mon 
Cours, j’ai développé la théorie de la résolution 
algébrique des équations, et les questions incidentes 
qui s’y rattachent. Je crois n’avoir omis aucun des 
faits principaux acquis à cette partie de la science. 

La connaissance de l’Algèbre élémentaire, telle 
qu’elle est exposée dans l’excellent ouvrage de 
M, Lefébure de Fourcy, suffit pour l’intelligence 
des théories les plus importantes de ce livre. Toute- 
fois, j’ai cru pouvoir faire usage du calcul diffé- 
rentiel et du calcul intégral , dans un petit nombre 
de passages. 

Ces rédactions n’avaient pas été d’abord destinées 
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à rimprossioii : en les piihlianl, j'ai eédé an va-n 
exprimé par MM. les Professeurs qui in’unt fait 
riionnenr île suivre mon ('ours. Je m’estimerai heu- 
reux si je conirihue, par là , à propager rélude d’une 
des parties les plus intéressantes et les inoiiis connues 
de l’analyse 
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Introduction. 

L’Algèbre est, à proprement parler, \ Analyse des 
équations; les diverses théories partielles qu’elle com- 
prend se rattachent toutes, plus ou moins, à cet objet 
principal. A ce point de vue , l’Algèbre peut se diviser 
<‘ii trois parties bien distinctes : 

i". La théorie générale des équations , c’est-à-dire 
l’ensemble des propriétés qui sont communes à toutes les 
équations; 

a". La résolution des équations numériques , c’est-à- 
dire la détermination des valeurs exactes ou approchées 
des racines d’une équation dont les coefficients sont donnés 
en nombres; 

3“. La résolution algébrique des équations , c’est-à- 
dire la détermination d’une expression composée avec les 
coefficients d’une équation donnée , et qui , substituée à 
l’inconnue, satisfasse identiquement à cette équation, 
soit que les coefficients de l’équation proposée soient nu- 
mériquement donnés, soit qu’étant simplement consi- 
dérés comme connus, ils restent indéterminés et repré- 
sentés par dès lettres. 

•Te me propose, dans ce Cours, d’exposer spécialement 
les recherches que les géomètres ont entreprises jusqu’à 
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nos jours 5M/‘ /a résolution algébrique des équations, en 
admellaiit comme connues les propriétés générales des 
équations, et la plupart des principes sur lesquels repose 
leur résolution numérique. Je me réserve, toutefois, de 
revenir sur quelques points principaux de ces deux théo- 
ries, qui se rattachent à l’objet de nos investigations. 

Sans prétendre faire ici I hisloire complète de l’Al- 
gèbre, je crois devoir, dès à présent, donner, un ajvcrçn 
des principaux résultats acquis à cette partie de la science 
que nous allons étudier. 

' Il serait difiieile de dire à qui nous devons la résolution 
des équations du second degré; elle se trouve dans le livre 
de Diophante, et, comme le fait remartjuer Lagrange 
dans son Traité de la Résolution des équations numé- 
riques , elle ressort naturellement de quelques proposi- ‘ 
tions d’Euclide. Luc Paciolo, <jui publia en i494ï ' ‘-’" 

nise, le premier livre d’Algèbrc paru en Europe, ne fait 
aucune mention de Diophante, et laisse supposer que les 
algébristes italiens avaient appris des Arabes ce qu’ils 
savaient d’algèbre, c’est-à-dire la résolution des équations 
du premier et du second degré. 

La résolution des équations du troisième degré est due 
à deux géomètres italiens du xvi' siècle, Scipion Fcrrei 
et Tartaglia; mais on ignore par quel chemin ils y ont 
été conduits, et la formule qui représente les trois racines 
de l’équation du troisième degré est communément ap- 
pelée la formule de Cardan. 

C’est aussi à un géomètre italien , Louis Ferrari, dis- 
ciple de Cardan, que l’on doit la résolution de l’équa- 
tion du quatrième degré. Depuis, plusieurs méthodes,- 
que nous indiquerons successivement, ont été proposées 
pour la résolution des équations du troisième cl du qua- 
trième degré; mais Lagratige a montré, dans un excel- 
lent ÎMémoire inséré parmi ceux de l’Académie de Berlin , 
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pour «77<> et 1771, que ees méthodes, diflëreuies en ap- 
parence, reviennent toutes, au fond, à faire dépendre la 
résolution de l’équation proposée, de celle d’une seconde 
équation qu’il appelle résolvante , et dont la racine est 
composée linéairement avec celles de la proposée et les 
puissances d’une racine de l’unité du même degré. En 
cherchant à généraliser cette méthode, à l’étendre aux 
équations de tous les degrés, ce grand géomètre a montré 
qu’au delà du quatrième degré , l’équation résolvante, était 
d’un degré supérieur à celui de la proposée, et ne parais- 
sait pas, en général, susceptible d’abaissement. 11 a enfin 
fait voir clairement, par cette analyse, à quelle circon- 
stance est due la résolution générale des équations des 
quatre premiers degrés, circonstance qui ne se présente 
plus au delà du quatrième degré. 

' Toutefois, Lagrange a appliqué sa méthode avec le plus 
grand succès à la résolution des équations binômes de 
tous les degrés ; résolution que M. Gauss avait cfTi“ctuée le 
premier, par une méthode ingénieuse fondée sur les rela- 
tions qui existent entre les diverses racines de l'équation 
binôme, et sur la considération des racines primitives des 
nombres premiers. 

Abel, en généralisant l’analyse de M. Gauss, a montré 
ensuite que si deux racines d’une équation irréductible son t 
tellement liées entre elles, ‘que l’une puisse s’exprimer ra- 
tionnellement par l’autre, l’équation est soluble par radi- 
caux, si son degré est un nombre premier, et que, dans 
le cas contraire , sa résolution dépend de celle d’équations 
de degrés moindres que le sien. C’est là un des plus 
beaux résultats dont l’Algèbre se soit enrichie de nos 
jours. Abel a fait, dans son Mémoire, l’application de sa 
méthode à l’équation binôme, et a notablement simplifié 
la marche suivie par M. Gauss. 

Voici donc une classe assez étendue d’équations dont 



. le» l aciiios pL'iivi’iil ôtir oxpriinées par railicaux; mais res 
étjualions, rliuliées par Abel, sont-elles les seules qui 
poss«lejit cette propriété !’ Dans quel cas, en un mot, une 
ikpiation peut-elle être résolue algébriquement? Cette 
(juestiou difficile a été résolue complètement, au moins 
pour les équations irréductibles de degré premier, par 
' Evariste Gallois, ancien élève de l’Ecole Normale, et l’un 
des géomètres les plus profonds que la France ait produits. 
Dans un Mémoire présenté à l’Académie des Sciences 
eu i 83 i, et publié eu 1846 par les soins de M. Idouvilfi', 
(iallois a, eu ell’et, démontré ce beau tbéorème : Pour ■ 
(juime équation ùréductih/e de degré premier soit soluble 
par radicaux, il faut et il suffit que, deux quelconques 
des racines étant données, les autres s’en déduisent ra- 
tionnellement . 

Enfin, quant aux é(]uations dont les racines sont <le.s' 
«[Uantités quelconques n’ayant entre elles aucune dépen- 
dance, c’est-à-dire dont les coefficients restent indéter- 
minés, leur résolution générale est impossible au delà du 
([uatrième degré. Cette proposition importante, énoncée 
par Kuflini, a été mise hors de doute parles travaux plus 
récents d’Abel. 

Tels sont les travaux les plus importants qui aient été 
entrepris sur la résolution algébrique des équations, et 
dont j’ai cru devoir faire ici l’indication succincte. 

Nous commencerons ce Cours par l'exposition d’une - 
théorie fort simple, des principes de laquelle nous. ferons 
un usage fréquent, et que, pour cette raison, je crois 
devoir rappeler avec quelques détails ; je veux parler de la 
théorie des fonctions symétriques. 

Des fonctions symétriques. 

Eue fonction de deux ou plusieurs quantités est dite 
symétrique , lors([ue sa valeur n’est pas changée par les 
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diverses juü'muta lions des ([uanlités ijii’elle renrertue ; 
nous ne nous occuperons ici que des Idnctions syméiriques 
rationnelles. , 

Les coefficieuls d’une équation sont des fonctions symé- 
triques des racines de cette wjuation; ce sont même les 
(onctions symétriques les plus simples, puisque chaque 
racine n’y entre qu’au premier degré. 

On aperçoit facilement que tonte fonction rntionneUe 
et sy métrique îles racines d'une équation peut s’ e.r pri- 
mer rationnellement à l’aide des coejjiricnts de celte 
équation. 

Car, soit ré(piation . ^ 

JT" 4-.. . . -4- X -4- />„. — O. 

Kn désignant par n , />, c, . . . , A , / ses nf racines, on a les 
l'cla lions connues 

fl -t- <> + c -t- , . . -t- X 4- / = — /<, , 
fd/ 4- ac 4- ::;r , 


nùr. . .tt=z±p,„; 

si, eu outre, on dé.signe par \ une fonction .svméliiquc 
E't rationnelle des ni racines, en .sorte qu’on ait 

(2) V = Fi/ 7,6, c, ..., X, /), 

et ([u’on élimine les m racines n, />,..., A, / entre les 
équations (i) cl (a), on aura une équation en V qui ne 
pourra être que du premier degré, puisque la quanti lé \ 
Il a qu une seule valeur; par suite, \ s’exprimera ration- 
nellement par les quantités /;„ p^, etc. En général, si la 
(|uanlité désignée par V est susceptible de y. valeurs dille- 
renles, lorsqu’on fait subir aux lettres a , A, e, etc., toutes 
les permulalions possibles, l’équation eu \ résullani d<- 
I élimination de a, A, e, etc., entre leséquations(i) et (a), 
sera é\ideinm('nl du degré 
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iNous allons montrer comment on peut trouver l’ex- 
pression d’une fonction symétrique et rationnelle <juel- 
conque des racines d’une équation, et cette recherche 
nous conduira à une démonstration nouvelle plus pixîcise 
et plus claire du théorème que nous venons de démon- 
trer. Examinons d’abord à quoi peut se réduire la re- 
chcrcKe de la fonction symétritjue et rationnelle la plus gé- 
nérale possible. Toute fonction rationnelle non entière 
est le quotient de deux fonctions entières , en sorte qu’il n'y 
a lieu de s’occuper que des fonctions symétriques entières. 
En outre , toute fonction symétrique entière non homo- 
gène est la somme de deux ou plusieurs fonctions symé- 
triques homogènes; tout est donc ramené à établir des 
règles pour calculer les fonctions symétriques rationnelles 
entières et homogènes; enfin, une pareille fonction symé- 
trique entière et homogène peut contenir des termes où les 
expos.ants des lettres, tout en ayant la même somme, ne 
soient pas égaux chacun à chacun : dans ce cas, la fouc- ^ 
tion est la somme de deux ou d’un plus grand nombre 
de fonctions symétriques de même degré , mais dilfé- 
rentes, et que nous calculerons séparément. De tout cela, 
il résulte que nous pourrons nous borner à la détermi- 
nation des fonctions symétriques rationnelles , entières et 
homogènes, telles que les exposants des lettres soient les 
mêmes dans deux ternies quelconques. Toute fonction 
de cette espèce sera déterminée si l’on connaît un seul 
de ses termes, ainsi que toutes les lettres qui entrent 
dans sa composition. Cela posé, nous appellerons fonc- 
tion symétricjue simple ou du premier ordre, une fonc- 
tion symétrique rationnelle, entière et homogène, dont 
ch.aque terme ne contient qu’une seule lettre; ybne/fon’ 
symétrique double ou du deuxième ordre, celle dont cha- 
que terme renferme deux lettres , et ainsi de suite. 
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Délenninalion des sommes de puissances semblables des 
racines d’une équation . 

Soit l’équation 

i 

piX”-'' =; (^ 

•* 

que nous représenterons aussi, pour abréger, pa^', 

■ ■ x.o, • ■ .;■ 

et dont nous désignerons par a, 6, c, . v . , A, / leÿ m ra- 
cines. Soit, en outre, X'ie polynôme dérivé deX^on aura 

, • > 

X'= mx"-' -+- (fw — 1)/>, 

V' 

On a aussi, par un théorème connu, 

X X X 

X — 1 jr -I- . . .-I ; 

X — a X — b X — l 

et l’on trouve , par la division , • 




' a 


- 4 - flJ 


-f-PiO 





> 


H- /Al 


Si , dans cette équation , on remplace successivement a par 
chacune des autres racines , et qu’on fasse généralement 

i ■ ,t„ = fl" -f- i"-f- c" .-f- 

on aura , en ajoutant tous les résultats , la valeur sui^ aille 
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'S/= s, 


a;"' J 

inp, 

-hpiSi 

-4-pi.\, 

• 

-+- »ipt 

+ PtSi 



-\-mpt 




-H Pi ^«-7 




-f- Pm~i^i 

- "IP«~ 


< { 


La coi^aiaison de cette valeur de X' avec celle écrite plus 
haut, Mm^it les relations suivantes : 

' •’> = O > 

St + 2/J... = O , 

-+- / 3 ,S, -t- 3 />. 

•*y 

■ ■/ 


O, 


ifin_l + PtSr^t-¥ Pn-tSi + (w \)pn—i — O. 

La première de ces équations fait connaître ou la 
somme des racines, la seconde fait connaître 5i ou la 
somme de leurs carrés, et ainsi de suite, jusqu’à la der- 
nière qui fait connaître 

Voici maintenant comment on peut former les Sommes 
de puissances semblables , dont le degré surpasse m — i , 
et celles dont le degré est négatif. Soit n un nombre en- 
tier positif, nul ou négatif, et multiplions l’équation pro- 
I osée par x" ; elle deviendra 

.* “+" -h p, -t- Pt -f- . . . x/'*' p„x''—o. 

Remplaçons successivement x par chacune des racines 
fc, e, etc. , et ajoutons tous les résultats; on aura 

Sn+n + Pi S„+a-i -h Pt 4- . . . -f- Pm—i <nn.| “H p„ i'„ =: O ; 

en donnant à n les valeurs o, 1,2, etc., et observant 
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que = m, ou obtiendra les relatioiisasui vantes ; 

+ Pi •'m_l + Pi ^«i-i + . • • + Pm—i *l f»Pm 

■'Vn-l-l Pi >'m -h piS„ + . . ^ -f- pm-i V, ■+■ p„ S, 
^m-i-X-i- Pi ■fm-M . -t- Pm—l ^.i Pm-^l 


Les sommes Si,Sf,.. . étant connues par les équa- 

tions (i), la première des équations {2) déterminera s,„, 
la seconde , et ainsi de suite. Il importe de remarquer 
que les valeurs des sommes j,, St, etc., ne contiendront; 
dans leur expression , aucun dénominateur, et que si 
les coefficients Pi, p, ,^etc., sont des nombres entiers, les 
sommes s,,Si, etc. , le seront également. '■ ' 

Réciproquement, si l’on connaît m sommes de puis- 
sances semblables , par exemple . 5 , , , . . . , ,s ,„ , on pourra 

déterminer les coefficients p,, p, , etc. , à l’iîde des équa- 
tions (i) et (2), qui ont été données , pour la première fois . 
par Newton. > 

On calculera aussi aisément les sommes de puissances 
semblables des racines à exposants négatifs, en donnant 
au nombre «, que nous avons introduit, les valeurs suc- 
cessives — 1, — 2, — 3 , etc.; mais à l’égard de ces 
sommes de puissances négatives, le moyeu le plus facile 

de les trouver , consiste à changer ^ en ^ dans l’équation 

proposée, et à calculer ensuite les sommes de puissance.s 
semblables à exposants positifs, des racines de cette 
transformée. 

Autre méthode. — On peut employcrune autre méthode 
pour calculer les sommes des puissances semblables des ra- 
cines d’une équation ; cette seconde méthode a l’avantage de 
n’exiger qu’une simple division algébrique. Soit toujoiir.s 
X = o 
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une (k[ualioii ayaitf. pour racines a , b ^ c ^ , A , Si X' 

représcnlc la dérivée de X , ou a , comme précédemmenl, 



donc, en remplaçant successivement « par chacune des 
autres racines, et ajoutant ensemble tous les résultats, 
on aura 



ou 


rX' 

X 



Pour le calcul numérique, il sera plus commode d'e- 
, viter les expo'sants négatifs ; on changera alors x en - , et 

.rX^ Z 

la fraction sera de la forme on aura 

A. A 

t- Z, 

~ m -4- ,ï, r -h z’ -f- . . . , 

/j 


et l'on obtiendra toutes les sommes ,v,, .t,, etc., par la 
simple division des polynômes Z, et Z que l’on ordon- 
nera par rapport aux puissances croissantes de ü . , 

Exemple. — Soit l’équation X = x’ — jx -4- 7 = o; 
on aura 


Z, xX' Sx’ — 7 X 3 — 7z4 

Z X 1 ' — 7 ï‘-f -7 2 ’’ 

et l’on trouve, par la division. 


d 'où 


— ^ — :P ~ — - = 3 -+- 1 4 2 ’ — 2 1 2 ’ -H q8z‘, . . . , 
I — 7 z’ -+- 7 z’ ^ 

■f I — O , iV, — 1 4 * — — 2 1, -f, — f)3 , . . . . 
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DEUXIÈME LEÇON. 

Détermination des Tonctions symétriques doubles , trilles , etc., des racine:^ 
d’une équation. — Formation de l’équation d’où dépend une fonction 
rationnelle et non symétrique des racines d’une équation donnée, ■— 
Équation aux carrés des dilTérciices. — Sur la forme des fonctions 
rationnelles d’une ou de plusieurs racines d’une équation. 


Détermination des fonctions symétriques doubles , 

' triples, etc., des racines d'une équation. 

Les formules, ducs à Newton , que nous avons établies 
dans la leçon précédente, permettent de calculer très- 
aisément les fonctions symétriques doubles , triples, etc., 
des racines d’une équation. 

Soient a,b,c, . . .,b,l les rn racines d’une équation 
X = O de degré m , et considérons une fonction symé- 
trique double, dont un terme soit a’’ b'i -, la fonction dont 
il s’agit, étant déterminée quand on en connait un terme, 

nous la représenterons , pour abréger, par ^ a’’ b^, et 

nous continuerons de désigner par s,, la somme des puis- 
sances p"^"'" de toutes les racines. 

Cela posé , si l’on multiplie entre elles les deuv 
sommps .Vp et s^, on voit aisément que le produit sera 

la somme des deux quantités .Vp^, et ^n’’b'i-., on aura 

donc 

... ^ ' 

■ - '^nPb'i = s,,s,- 

l’outc fonction double A’ sera donc cxpriinal)lc 


12 • UbUMl.MI-: 

sous forme ralionnelle cl entière, à l'aide des ecM-flicieiits 
do ré(|ualion proposée, puisque s,,, et 5,,+,^ le sont; et 
si les cocdicieiUs de ré(|uatioii sont des nombres entiers , . 

sera aussi un nombre entier. 

La formule précédente n’a plus lieu si q = />•, on voit . 

en elfet, ([ue si q devient égal à p , les termes de 

sont égaux deux à deux, eu sorte (|ue cette quantité se 

léduit à h'' \ on aura doue 


2 "'’ ^ 


•>> 

En remplaçant .«P et Sjp par leurs valeurs, on aura la 
\aleur de Vrt^/>''qui ne contiendra plus le dénomina- 
teur a , mais cela ne se voit pas immédiatement ; celle pro- 
position résultera, comme nous le verrons dans la pro- 
chaine leçon, d’une nouvelle méthode due à M. Cauchy, 
pour la détermination des fonctions symétriques des ra- 
cines d’une équation. 

Une fonction symétrique triple, dont un terme est 
nf h‘i v'\ pourra être représentée par Si l’on 

multiplie la fonction double , que nous savons 

former par .v, , on trouvera pour produit • 

^ ni’ 1)1 r’ -t- 2 " h'i -H V l>‘> ' ' ; 

on aura donc 

2 <■' — .V, ^ a!' 1)1 — ^ nr lii — V „r h'i ‘ ", 
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V 

' Cette formule fait connaître la fonction triple b'i c'\- 

car le second membre ne contient que des fonctions 
doubles que l’on sait calculer. Si l’on veut avoir la valeur 
^ de la fonction triple, à l’aide de sommes de puissances 
semblables, il suffira de remplacer les fonctions doubles 
par leurs valeurs connues; on trouvera ainsi 

C'" := S P S IJ Sr S,j ^q+r Sp -f- 2 , 

et l’on voit qutîles fonctions triples s’exprimeront comme 
l«ls fonctions simples et doubles, sous forme rationnelle; 
et entière, à l’aide des coefficients de l’équation proposée. 

La relation précédente n’a plus lieu, si deux des expo- 
sants ou tous les trois deviennent égaux entre eux ; 
mais on peut en déduire aisément les valeurs des deux 
fonctions 

arbPef et ^ qP bPçP. 

On voit , en ell'ct , que si q devient égal h p,^^aP h‘i c' se 

réduit à et à •i h>’ cp , si en même 

temps ;• devient égal à p ; on aura donc 

'^aPbP(f= J (^S^S,. — S,pSr— 2Sp^r^p-h 

et 

^ aPbPcP = g ^^3 — 3s,pSp -t- . 

En suivant la même marche, 'on calculera successive- 
ment les fonctions du quatrième ordre, puis celles du 
cinquième, et ainsi de suite; il est presque stipcrflu d’a- 
jouter fjuc quand on aura calculé, en général, l’expres- 
sion d'une fonction symétrique entière et bomogène 
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du //'•■""' ordre, si fx exposants deviennent égaux entre 
eux , il faudra diviser par i . 2 . 3 ... fi la valeur qu’on aura 
trouvée. 

On voit , par là , que toute fonction symétrique entière 
et homogène des racines d’une é(]uaHon pourra s’expri- 
mer rationnellement par les coeflicients de celte équation, 
et que la même cho.se aura lieu , d’après les remarques 
faites à la leçon précédente, pour une fonction symé- 
trique rationnelle quelconque. 

Formation de l'équation d'où dépend une fonction 
- rationnelle et non symétrique des racines d'une équa- • 

tion donnée. 

Soient a', b, c, . . . ,k, l les m racines d’une équation 
donnée X = O , et 

V= F(«,è,r,...) 

une fonction rationnelle donnée de ces racines, ou de 
quelques-unes d’entre elles. On pourra former l’équation 
en ainsi que nous l’avons vu dans la première leçon, 
en éliminattt les quantités a, i,c, etc., entre l'équation 
précédente et les relations connues qui existent entre les 
coefDcients et les racines de l’équation proposée; mais la 
méthode des fonctions symétriques fournit un moyeu 
très-simple et beaucoup plus commode pour résoudre la 
même question. C’est la première application que nous 
ferons de cette théorie.’ 

Si la fonction V contient n des m racines, le plus 
grand nombre de valeurs qu’elle puisse avjair en échan- 
geant les lettres a, i, c, . . . , A, l les unes dans les autres de 
toutes les manières possibles , sera évidemiiient égal au 
nombre des arrangements de m lettres n à ;/ , c’csl-à-di rc à 

m [m — I ) ("' — ?•) . . {iii — // -t- 1 j. 

Mais il peut arriver que le nombre des valeurs distinctes - 
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de V soit beaucoup moindre; nous désignerons par f/. ce 
- ' nombre de valeurs, et par 

V,, V„ V3, . v„ . ■. • _ ■ 

les U valeurs de V, L’équation en Y sera alors 

(V-V,)(V-V,)... (V-V^) = o, 
ou 

v“ +p,v“~‘-f- . . . + P^_, V+P^ = o, 
en posant 

V, + V3 + . . . + = - P, , , . 

V,V,-H . =P„ ■ • 

V,V,...V„ = ±P^. 

^ . ür les quantités P, , P, , . . . , P^ sont des fonctions symé- 
triques des quantités Y,, Y,, etc.; et, par suite, elles 
sont aussi des fonctions symétriques des racines a, è, 

'f, etc. , de l’équation proposée ; on pourra donc calculer 
les coefficients de l’équation en Y par la méthode que nous 
avons exposée précédemment. 

Nous avons admis comme évident que toute fonction 
.symétrique des quantités Y,, Yj , etc. . est aussi une fonc- 
■ tion symétrique des racines a , b, c, etc. Yoici, au sur- 
plus , un moyen très-facile de le démontrer. 

Par hypothèse, les quantités 

; (i) V,, V, V;, 

sont toutes distinctes , et ce sont les scidcs valeurs que Y 
puisse avoir. Cela posé, faisons subir aux lettres 
n, I), c X, l 

une permutation quelconque, et supposons que Y, se 
change en Y',, Y, en Y ,, etc. ; les quantités 

( 9 ) v',,v',...,v; 

devront toutes se trouver dans la série Y , , Y's, etc. , puis- 


• / ’ * . * - • ‘ 
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que celle dernière compreiul luutes les valeurs de V'; je 
dis, de plus, que lous les termes de la série (a) sont dil- 
l’érents, et, par suite, sont les mêmes que ceux de la sé- 
rie (i) : on ne peut avoir, par exemple, V ’ = V', , car V', 
et V, ne diiïèrent de V', et \ ', qu’eu ce que les quantités 
dont ces fonctions dépendent y sont désignées par des 
lettres difléreiitcs, et l’égalité V, = V', enlrainerait, par 
conséquent , V, = V i , ce qui est contre l’hypothèse. Il ré- 
sulte de là que, si l’on fait subir aux lettn's «, /;, c, etc. , 
un changement quelconque , les quantités V , , \ , etc;, ne 
feront que s’cchanger les unes dans les autres; par suite, 
une fonction symétrique de ces fondions ne sera pas 
changée, et sera aussi symétrique par rapport aux quan- 
tités rt, i, c, . . . , à, /. 

On peut dans bien des cas simplifier, par des arliflces 
particuliers , le calcul de l’équation en V; on en verra un 
exemple dans la recherche de l’équation qui a pour ra- 
cines les carrés des dilférences des racines d’une équation 
donnée, prises deux à deux. 

Équation aux carrés fies différences. ' 

Soient toujours n , e , . . . , à, / les m racines d’une 
équation X = o , et posons 

V = (rt — //)’ ; 

l’équation en V sera du degré — îi = p, qui est le 

nombre des. combinaisons de m lettres deux à deux , puis- 
que la fonction V est symétrique par rapport aux deux 
lettres qu’elle contient; et si l’on suppose que cette équa- 
tion soit 

V^4-P, ... =o, 

il suffira de calculer les (juantités P,, P,, etc., qui sont 
des fonctions .symétriques des racines de l’équation pro- 
posée : or ces coefficients P,, P,, etc. , seront immédiate- 
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meut donnés par les formules de iNewton , si l’on coimait ' 
les sommes des puissances semblables S,, S», . . . , des 
racines de l’équation en V. Tout est donc ramené à cal- 
ciilcr ces dernières sommes en fonction des cocflicienls de . 
l’équation proposée, ou en fonction des sommes Si, s^, etc. , ,>•- 

<lcs puissances semblables de ses racines,* puisque les 
sommes s,, .îj, etc., s’expriment par les_ coefficients, à , 

l’aide des formules de Newton. 

Voici le procédé indiqué par Lagrange, pour calculer • .v'’> 
les sommes S,, ‘S* , etc., relatives à l’équation en \ , à l’aide 
des sommes 5,, 5,, etc. , relatives à l’équation proposée. 

. Posons 

-f (r) — {.V — ay H- (x — è)?" (,r — ; 

en donnant à x successivement les valeurs c,... , A-, /, • • 

et ajoulaiU tous les résultats , oiî aura • ' 

y rt) + y (è),-l- . • • + f'J) = (« — èj’" + . . . -f- (a — /)’" ■ 

4- (è — ff)’" . -t-(è — /)’” 


+ {I — aY" -h{l — by 

Or le second membre de cette équation est évidemmeni 
égal à 2 S„ ; donc . 

2 S„ = <p (f?) H- Ÿ { è) Ht 

• • . « 
D’un autre côté , en développant les dilférents termes de * 

Cf (x) , on trouve 

Ÿ (.ï) = .r’" — 2 « 4- 



2 « ( 2 /! — 

0 ' 




I . 2 



2 n : 

! 2 n — 


. .-+- b-" 



I 2 




211 { 

' 7. n — 
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If [;t)~ !nx^“ — •>.n s, .r"''' H- 


9 n i î>, /; — 1 ; 


2 


■' -h: 


llemplaçaiil x suocessivcmeiu par a,h^c,. rt 

ajoulant tous les rcsultals, on aura la valeur suîvante 
(le <f (n) + 9 (^) -t- . . . -t- ç (/) ou (le aS„ , 


2.S„ — m -f- 


7 .n l'in — I ) 


On voit aisément que les termes à égale distance des ex- 
trêmes sont égaux dans le second membre; par suite, on 
aura celle valeur de S,^, 

„ a /7 ( 2 « — I ) 

S„ = ;4- - . . 


I in[ 7 .n — i) . .(n - 4 - i] 


1.2 3 . . . n 


SnS„. 


En donnant à n les valeurs sùceéssivcs i , 2 , 3, . , p , on 

(connaîtra les sommes S,, S, , . . . , S^u- dont on a besoin ; oiî 
achèvera ensuite le calcul, comme nous l'avons. indi({üé 
précédemment. 

Cas de l'équation du troisième degré. — Prenons poiii" 
exemple l’équation du troisième degré 


t' -t- !?x ■ 


O. 


On trouve 

-T O, .fi = — 2/1, ~ — 3 «y, . . 

. 5 , — 2 / 1 % = 5 pq , S, -1 37 ' — 7 ./r ; 

ensuite 

S| = 3^5 — îj = — 6/1,' 

, S, = 3 ï, — 4 '1 s, -+ 3 .t' ;= 1 8/1% 

83 = 3 ij — 6 fl J, -H i 5 s, s, — lOf’ — — 66 ;i' — 817%, 
et enfin 

P, 6/1, P. -- 9/1% P, 4 P ri- 27 7 ’- 
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_ L’équaliou* -aux farrôs tics iHllëi'oiiccs des racint's 
ài- -\- }} X -h q =■ O est donc ' • 

■ V-* -I- 6/> V’ 4- -î- (4/J O.- ’.. . 

On suivrait uiic^marçhe toute semblable pour former . 
l'équation aux sommes deux à deux des racines •d’une 
équation quelconque donnée. ' ^ ’ 

La méthode générale dont nous venons de. faire une 
application s’applique avec le même succès, que V soit 
une fonction, entière ou non des racines a,b,c, etc.; 
mais on peut facilement démontrer que toute fonction 
rationnelle d’une pu plusieurs .racines d’une équation 
.peut toujours, si elle n’est pas entière,' être remplacée' 
par une fonction entière équivalente. . ■ • - 

Sur la forme des' fonctions rationnelles d'une ou . ■ 

' plusieurs^ racines d'une équation. "• 

iS'ous commencerons par établir le théorème 'suij ant , 
relatif aux fonctions rationnelles d’une seule racine. 

■ J Théouétme. — Toute fonction rationnelle et- non en- 
ticiv d’une racine a d’une'équation ■ 

(l) ' . F( j :):^0 ■ 

de degré rn est équivaletUe -à une fonction entière et de 
degré inférieur à m.^ . . ■ 


Soit, en effet, la fonctioir rationnelle -77^ > où > et d- 
désignent des fonctions entières ; on aura identiquement 

io\' ■ 

-PM 

ù, è,. . .,/ désignant les autres racines de l’écpiation (i). : 
Or. on voit que le dénominateur ij<(n) <j/ (ù). . (/) du second 

membre ‘est une fonction symétrique et entière des ra- . - ‘ 
eines de l’équation (t), qui pflurra, par consé((uènl, s'c\-' , 


ou ^ et 


a 
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primer Valiomielleineiil par les eoelticieiils roiiiiii.s île 
eeUe équation. Pareillement le racleur ^(l>) ']'(<')• . • ’P(0 
du numérateur est nue fonetioii symétrique et entière îles 
raeines de l’éiqualiou - . * . 

X — a , 

et pourra s’exprimer sous forme rationnelle et entière . 
à l’aide des eoefliieients de cette équation , c’est-à-dire à 
l'aide de a et des coeflicieiits de l’équation (i). D'après 
cela, l’égalité ( 2 ) prendra la forme 




0 m' 


où 6{u) désigne un poljniômc entier et rationnel, par 
rapport à «. En elVectuant le produit des polynômes <p et 0, 
notre fraction deviendra 

- ; r“l = Aj A, fl -(- Ajiï’ -f- . . . A„ 17'*’ ; 

•H") ' . ' • - 

.et je dis qu’on peut supposer le degré u inférieur à //;. En 
effet , de l’équation F (a) = o ou peut tirer la valeur de a'" 
qui sera exprimée parmi polynôme de degré w — i; en 
multipliant par a celte valeur de a", on aura 0 ’"+' qui .sera 
exprimé par uu polynôme du- degré «/, mais qu’on pourra 
abaisser au degré iii — i, en remplaçant n"‘ par sa valeur 
trouvée précédcmrncnt. E’n continuant ainsi, on expri- 
mera* toutes les puissances de n, à partir de la m'""'’, à 
l'aide de polynômes de degré iii — i, et, par suite, on 

pourra chasser de l’expression de que nous avons 

• trouvée, toutes les puissaiices.de a supérieures à la 

(m — i)'"'"'. Mais on peut aussi opérer comme il suit : Si p. 

est ^ /n, on divisera le polynôme Ao Aia‘-I- . . . par 

. F (rt), cl en désignant par Q le quotient et par nr(rt) le 

. * . ■ 



X . 


^ . ' t)i:i Vli.HK 

rt'slf qui (“Si d«' inférieur à /;/, ou aura 


1 .W- i 

•H") 


A fl A , (t -f- 


K(rt) X I o('0; 


i.i roiiimc 1*’ (a) »‘Sl nul , on aura simpleinoni . 

■ . 

T7^ = ^ i", . 

- • . K"; 

où ni tlésigne un poljMiùuie de degré ni — i au |Jii.s. 

Quoique la dénionslraliou prétédenic ne laisse rien à " 
.désii’er ÿou,s le rapport de la rigueur et de la clarté’ 
itous en donnerons une seconde qui aura ra\antage de 
nous fournil' un proeé<lé plus facile poui- trouver la foi'ine ‘ 
entière qui convient à une fonctioti fractionnaire donnée. >• 

.Soit touiours 7-^ la liaetion donnée, où a est i-acine . 

. '^é') - 

<le F(.r) = 1). f)n peut supposer de degi-é inlérieui- 

.à w; car si le* contraire avait lieu, on ferait disparaître 
de <i(«) les puissances de a supérieures à la (ni — i)'*"'" * 
par l'un des proe<'‘dés indiqués précédemment. • 

Cela {Misé, opérons sur les polynômes l' (n) et 
.eonutie s’il était question de trouver leur plus grand 
commun diviseur ; on aura eette suite d’égalités ; . 

F(«) = <î-(n) Q, -t R,, - . 

= R, Qj -t- R,, ^ . . 

Ri “ R? Qi R.IÎ . ' , 


R|,V;— R«_|Q,iH Jt„, 

où H„ ni' contient plus la quantité <7. Or, f’(n) étant nul ' ^ 
on aura 

I ' * • 

R, = - (J, 

_R,7= (1 H- Q, Q’) -.{/(n),. 

, 'r.--_'Q, ^7Q I 'Q,Q,Q.)'K«', ■ . 
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l.a dcrixiçTC de ces égalités sera de la forme 
■ - , ‘ ‘ • ■«„ ='6(a). >{/ (a) ■ 



S(«) désignant un polynôme entier et rationnel par rap 
porta a. On en tire ♦ 


et , snile , 



. Rn 



Cette valeur de ~~ est entière par rapport à a , puis- 

=K") . . , ’ 

tpie H„ ne contient pas n; et', si elle contient des puis- 
sances de a supérieures à la [ni — on pourra les 

faire disparaître par le procédé (jue nous avons indiqué 
. précédemment. • i • ' ‘ 

A la vérité, cette méthode semble en défaut dans le 
cas où les polynômes et F ( r) ont un diviseur com- 
mun; car, dans ce cas,. la quantité, désignée par Tl„ est 
» nulle, ainsi que G(f<) ; mais alors on pourra enlever de 
F(x), par une simple division, tous les facteurs linéaires 
qui sont dans ^ (.r) , et parmi lesquels ne se trouve pas ‘ 
X — rt, car autrement serait nul. En désignant par 
F) (.r) le résultat ainsi obtenu , n sera racine de F, (.r) = o . 
et le polynôme étant dès lors premier avec F, (.r),‘ 

■ on pourra' appliquer la méthode prc>cédenle. 

. CoiiocLAiRE. — La fonction ralionnelb! la plus générale 
, d’une racine d'une équation de degré in est une fonction 
entière du degré m j-. i , renfermant par conséquent m 
•coefficients arbitraires. 

Extension aux fonctions rationnelles de plusieurs 
racines d'une éqiuilion. — La Aiéthode précédente a sur- 
tout l'avanfage de pouvoir être' appliVjuée aux fonctions' 
, rationnelles de plusiimi’.s racines d’une étiuaiion. On a , 


i)Et XIKME LËÇOM. 

en effets ce ihéorènic •..Toute fonction rationnelle' non ^ 
entière^ de plusieurs racines d’une équation peut être 
remplacée par une fonction entière des memes racines. 
Rien ne sera changé à nos' raisonnements ^ si la l'onc- 

lion que nous avons considérée, renferme d’autres 

y l") 

racines /^, e, etc., de l’équation F{.r) = q, et cette fonc- 
tion pourra se mettre sous la forme Ao« -I- Ajq* -f- . . . , 
Ao et A, étant des fonctions rationnelles dé racines parmi 
lesquelles ne se trouve pas a . A leur tour, on pourra rendre 
ces fonctions Ao, A,, etc., entières par rapport à une autre 
racine A, puis par rapport à luie troisième, et ainsi de 
suite. 

Exe.mple. — ; Toute fonction rationnelle d’.tme racine h 
* de Téquatioti du troisième degré • / ' 

^ 4- px’ -f- f/x 4- r o 

pourra être mise sous la forme ' ' ' 

A -l- Bn 4- Crt* ; ^ * 

mais il est souvent préférable de prendre une forme fi’ac- 
' tionnaire dont les deux termes soient linéaires, et cela 
est toujours possible; car, si l’on divise les polynômes 
4 - 4 - 4 - /• et A 4- I5n 4- Cn’, dont le premier 

est nul., l’un par l’autre , ou aura un quotient et un reste 
du premier degré en n, et l’on en conclura aisément que 
la fonctioit A • 

M« 4- ^ ' 

rt 4 - I’ ' 


Rn 4- Crt’ peut être mise sous la for 


m<- 
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Mélhoile du M. Cauchy pour calculer une fonction symétrique rationnelle ~ 
cl entière des racines d’une équation. — Méthode d’élimination fondue ' ' 

sur la théorie des fonctions symétriques. — Théoréuie sur le de|>ré de 
l’équation llnale résultant de ridimination d’une ineAnnue entre deux- ' 

équations qui en contiennent plusieurs. 

• * ^ ' 


Méthode de M. Cauchy^ 

m *■' 

- ^ ^ *• 

' M.' Cauchy a publié, dans ses anciens Exercices de ~ 

Mathématiques (4' année), une méthode fort élégante 
pour- trouver la valeur d’une fonction sytaétrique et en- 
tière des racines d’une équation. Cette méthode consiste 
à éliminer successivement de l’expression de la fonction 
symétrique qu’on veut évaluer, chacune des racines de 
l’équation proposée; elle repose sur la proposition sui- 
vante : 

Soit V une fonction symétrique et entière des racines *- 
c, . . . , i, h, l d’une .équation _ / 

X”' H- p, X"-' + .r"-= -H , . . + p„_, x~yp„ = O,' 

que nous représenterons aussi, pour abréger, par- 
- . X=o; 

et supposons qu’ayaijt éliminé de l’expression de V, par 
un moyen quelconque , toutes les racines excepté a , on 
ait mis la valeur de cette fonction sous la forme d'un 
polynôme entier et rationnel ordonné par rapport aux 
puissant es de a , que l'on ait, par exemple, 

^ 4- A, ft " ' r)- . A u — I « 

Aa, A,, etc., étant des quantités composées rationnelle- 
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iiieiil avec les coeHicienls de l’équalioii proposée; je dis 
f[iie si l’on divise eetle expression de V par le polynôme 

A = n™"' rt"-' ’ -f- . . . -f- , 

obtenu en remplaçant X par « dans X , le reste de la di\ i- . 
sion sera Indépendant de n, et sera précisément la Valeur 
de la fonction \'. 

. ■ En elfet, si Q et R désignent le quotient et le reste de 
la division \ par A , on aura-V= AQ + R , et comme A 
esj nul , • . » ‘ 

V = R. ' 

D’ailleurs, ce- reste R est au plus du degré ni — i en n; 
nous le représenterons par 

'/« n"“' -t- 7i + U m-: " -t-'V».-! , 

et l’on aura' ■ ' ‘ 

V — H- (f, -t- . . . + -i- t . ■ 

Mais V étant une fonction symétrique, on peut changer a 
et b l’un dans l’autre , ainsi que a et c, etc. ; ef, comme pai- 
res changements , etc. , conservent leurs valeurs, il 

s’ensuit que l’équation - • . , 

H- q, 4- . • . + qm-^ X + — V ) = O 

sera satisfaite en remplaçant X par l’une quelconque des m 
racines a, t, . . .*, jt, /; ce qui est impossible, à moins 
que les coefficients ne soient tous nuis , puisque celte 
équation n’est que du degré m — i ; on aura donc, en 
parliculiec y,„^i — \ =o, ou 

A q,^_i , 

'comme nous l’avions annoncé. 

T.a démonstration précédente suppose que les ni racinc.s 
rt, />, e, . . ., A, / sont toutes inégales; mais les conclu- 
sions précédentes ne subsistent pas moins, si quelqucs- 
'unes de ce.s racines sont égales entre elles.- IVoiis emploie- 
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l'Oils , (tour jiistiticr celle asserlioii , un raisoiineineiil doiil 
.ou fait un fiwjuciit usage en analyse. 

'■ Si l’équation X = o a des racines égales, on considé- 
yera d’abord à sa place uue équation X, = o, dont toutes 
les racines seront inégales, et qu’on obtiendra en faisant 
subir des jnodificalioiis insensibles aux coeffieieuls de 
X = o ; par exemple , si X a trois racines égales à a , el> 
(jue toutes les autres soient dillérenles , on prendra 

X (jr — n — h) {x — n — h') 


X. 


(x 


Le polynôme X, ne dillere de X qu’eu ce que deux des 
trois racines égales à a sont remplacées par « -H /t cl 
n : on voit aisément , sans qu’il soit nécessaire d’in- 
sister davantage, comment on devrait clioisir le poly- 
nôme Xi, si, outre les trois racines égales à n, l’équation 
proposée avait plusieurs racines égales a h, k c, etc. Cela 
posé', substituant l’équation X, = o à X = o, et conser- 
vant d’ailleurs les notatioUs précédentes, on arrivera à 
l’équation . . 

» • ♦ 

et cette équation aura lieu, quelque petites que soient les 
quantités /j, /j',- etc. -, elle aura donc lieu aussi à la limite, 
c’est-à-dire quand on fera // = ô , h' ~ o , etc. 

Voici maintenant quelle est la méthode indiquée par 
M. Cauchy, pour calculer la valeur d’une fonction V sy- 
métrique et entière des racines n, r, ...,/, ^r, / de 
l’équation • 

^ X =.x" -t- p, -P + p„x= o. ■ 

Divisons X par x — n, et désignons par X, le (jüo-* ' 
lient 4 divisons de^même X, par ,r — ^i.et désignons 
par_X, le <piolicut, puis X, pai' x — c^ »‘l sOil X, le 
quotient 4 cl couiinuons ainsi d’enlever de X tous les fac- 
teurs linéaires jiisqu’.i x — A inelusiveinent , en sorte f|U«'' 
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\ - 

X,„_i iie Eonlieiuli-a plus que le seul facteur x — l. Cela’ ' 
posé , considérons les /« é(juations . 

X 2:1 O , Xi — O , X ; — O , . Xfn^l ^ O. 

La’ première n’esl autre que la proposée, et a pour ra- 
i cines « , i, c, . , è , la seconde a pour racines /», c, < . z, 

A, 7, et ses coefficients sont exprimés sous forme entière • 
à l’aide de a et des coefficients de la proposée; la troi- 
sième a pour racines c , . . . , A , et ses coefficients sont 
exprimés sous forme eutièije à l’aide de h et des coefficicnits 
' de la précédente , c'est-à-dire à l’aide de h et des coeffi- 
cients de la proposée ; et, en général, les coefficients de l’une., 
quelconque de ces équaUons sont exprimés sous forme en- 
tière à l’aide des coefficients et des racines de la proposée 
. qui n’appartiennent pas à l’équation que l’on considère ; 

' enfin , désignons par A la valeur de X pour x = a , par Tî 
, la valeur de X, pour x = A, par C celle de X, pour c , 
et ainsi.de suite, en sorte que I sera la valeur de X„,_j 
pour x — i, K celle de X,„_j pour x=;A, et enfin L celle 

de X,„_, pour x = /; on aura 

• ^ 

A = o, B = o-, C = o,...,I=o, K = o, L = o. 

. * • 

* Cela posé , V est 'une fonction symétrique, non-seulement 
des racines de l’équation X = o, mais aussi de celles de 
l’une quelconque des équations 

X — O , X I O , • • . , Xm — 3 — O , Xm-_3 — O ,* X/n — 1 — O* t 

Nous allons faire voir comment, en s’appuyant sur cetlé 
remarque , on peut , à l'aide du théorème fondamental 
démontré au commencement (le cette leçon , élimiiiei- 
successivement chaque racine de l’expressioii de V. 

D’abord l’équatkm L = o, où / entre au pi'cinier’ 
degré, permet de chasser immédiatement / de l’expression’ 
*de V. Considéruiil alors \ comme fouclioii. symétrique des 
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deux racines A et l de ré(|uatioii X,„_i = o, dont l'une l est 
déjà éliminée, on l’ordonnera par rapporl à A, cl on la di- 
visera par K , conformément à re qui a été dit plus haut ; 
le reste dé la division ne contiendra pas A et sera: la 
\aleur de V débarrassée des racines A et /. On considé- 
l'cra alors^ comme fonction symétrique des trois racines 
• A , / de l’équation X,„_j = o , dont les deux dernières n’en- 
ircnt plus dans son expression, et l'ayant ordonnée pai' 
rapport à /, on la divisera par 1 à rell'ct d'éliminer /; le' 
reste de la division ne contiendra pas l'et sera la valeur 
de V débarrassée des trois racines A, /. On continuera 
de la même manière, jusqu’à ce qu’on ait éliminé de \ 
chacune des racines «, />, e,. . . , A, /; on aura alors la 
valeur de cette fonction exprimée par les coellicienis de 
l’équation proj)osée. 

Il •importe de remarquer que l’expression définitive 
de V s’obtient par de simples divisions , et que les pre- 
miers termes des polynômes A , 11 , C , . . . , L, K , li , qui 
servent successivement de diviseurs, ont tous l’unité 
pour coeibeient ; par conséquent, ces divisions n intro- . 
duiront aucun dénominateur; en sorte que si l'expression 
primitive de V est entière, non-seulement par rapporl • . 

aux racines «, />, c, . . /; A, /, qui y entrent symétriquev 

ment, mais aussi par rapport aux coefficients p,, pa , etc., 
qui peuvent aussi y entrer, l’expression définitive de \ 
sera aussi entière par rapport'à ces coefficients, et enfin, 
si ces coefficients sont des nombres entiers, \ sera lui- 
'nième un nombre entier. Ce théorème important, que 
nous n’avions pas établi complètement par la méilicKle ex- 
posée dans la leçon précédente , se déduit immédiatement , _ 
comme on viimlde voir, di; la méthode de ,M. Cauchy. . 

^pp’ieulion à un exemple. Détfrminatinn du der- 
nier terme de !' équation nit.v carrés des différences. — . 

Je choisis cet exemple, pour montrer comment on peut , 
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par dos arlilicos coiivonables, simplifier dans certains cas 
l'emploi de la méthode de M. Cauchy. Nous supposerons 
que l’on sache former le dernier terme de l’équation aux 
carrés des différences pour une équation du degré m — i , . 
el nous allons chercher à en déduire la valeur de la même ••• 
fonction pour une équation de degré m. Soient loujoui’s, * 
a , b, c , . . . , k, l les m racines de l’équation 

( I ) X = .r" -I- ar"~' -H p, 

soient aussi 

V = [a — [n — cj’. . ... 

et 

\\ = {h — cy [b — <i)‘ (-< —/)’; • . 

V sera le dernier terme de"l’équatio»i aiîx carrés des dif- ' 
férences des racines de l’équation (i), et ^ , le dernier 
terme de l’équation aux carrés des différencês des racines 
de l’équation , ^ , 


• + Pm—\ Pm— O ; 






P' 

n 


-t- p , 
H- p> n 
~h 


+ p, n’"-' 


• ' ' • 4 - p” -'. . ' . 

C’.cla posé , on a ... 

. V = V, (a — hy (a — c)’. . . (a — / } (a — ly. 

Or le produit [a-r—b)[n — c) ! {a — k) {a l) est, * 
comme on sait, égal à la valeur que prend la dérivée du 
poly nùme X pour x = a, c’est-à-tlirc à ■ . 

/aa™-' 4- (ai— i)/Aa"'" . 4- ‘ - . ' 

donc on aura ' ' . . • ■ ’ ■ 

V V, [a/ a™-' 4- (a» — i) /«l'a^-’ q- ; . . 4 - , 
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D’^iillenrs, nous adinollons (ju’on saclieoxpriim-l- la valeur 
<lo V, parles coellii'iciils de l’éijualion (a), c’esl-à-clire en 
Ibnclion de a et des coefficients de la proposée 5 donc la' 
•.fonction ^ pqurra cllc-inème être mise sous la forme d’un 
polynôme ordonné par rapport aux puissances de a, et, 
en divisant cç polynôme par le premier membre de l’éT • 
quation proposée! , dans lequel on aura remplacé e: par^a, 
le reste de la division donnera la valeur cbercliéc de V. 

Cela posé, 'on sait calculer la fonction V pour linc' 
équation du second degré; ou pourra donc calculer cette 
^fonction poiir. l’équation _du troisième degré, puis poûr. 
celle du quatrième, et ainsi de suite. 

■Co-v du tromeme degré. — L’équation pi-oposée sera 

. + px‘ + (yx /■ = O , 

et l’on aura - • ^ . • 

. . V = — hy (d — c)? (h — qy, 

, -V . v.,= ib - c)% •; ■ . 

■ ■ V = V, (d — — é/; ‘ ■ ... 

V,'étant 'relatif à l’équatioh du deuxième degré ’ 

. . ■ ' * • -r « -h f)fi 

i . ' • ■ • 

• ■•-.. . -y fl' . \ . 

on a immédiatement *, ' 

^ -v • .U ' • 

Y, — {/> 4(7 -4-a’) =— 3 fl'— 7 . pu -+• (yj’— 4 ^); 

' ' » * * • 
d’ailleurs , ' , . 

(rt — "è] {fl -ér) ^ 3fi' -h 7/>a + f/y '' ~ • ■ 

par suite, ' ' 

= ( — yj- -v 4 7 ) ( 3"’ H- apn -t-'f/)’ . > / 


= — 2']n'‘—5^/)ù' — fl 

' -f 1 

rt’-t- 4y''7|'''+/''’7'‘- 

■ ’ •■■■ •; V 54-7 

— 17pfj\ 


— iSyo/'j —47’ 


• 

: — 27 f/' I 

• _ * 

• ‘Divisant celle. vahuir 
* ' ^ 

de V- par 

■’fd -h f ud 

+• <7<'/ -+- on.. , 

' ' ». 

* • * * . ^ 




■* . • • * ♦ 

fc* 

■T ' «• 

« 



• 

. * 



' • ^ ' * * 
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trouve pour ("juotieiu ... ^ 

' — 7,'J «■' — 7.'] im'‘ — 27 lyn + (4/r’ - 1 - -77 ^ ^ 

et pour reste, ■ * .. .... 

• • 4 ^ ■ 

— 4 f/' — 5-7 r’ + ^ ■ 

ce qui est préeiséinent la valeur de V que nous clierclious. 

• 4 ‘ • / 

Méthode d’élinànation-' fondée sur la théorie des '■ 
fonctions symétriques. 

Parmi les applications que l’on peut faire de la théorie 
des fonctions symétriques, ruiic dcS plus importantes.’ 
est, sans contredit, la méthode d’élimination que nous • 
allons expliquer. ’ ‘ * ' 

• Considérons deux équations, des degrés m et u rcspec-' 
livemeut , conteuant deux ou un plus grand nombre de va- • 
riables x , etc. , et entre lesquelles il s’agit d’ éliminer a:.' 
Nous supposerons ces équations complètes, et leurs coef- 
ficients entièrement indéterminés , et les ordonnant par. • 
rapportai, nous les représenterons par • 

(t) p,x^~' -h p,x^'‘ . ,-lr pm-lX -i- Pm = O, 

{ 2 ) X" . .-t- <7„ = O. 

Les coefficients^,, y>i, etc.,, etc. , 'sont des fonc- 

tions entières de y., etc. • 

Désignons par n, c, . . . , A, Z les m racines de la 
première de ces deux équations , lesquelles dépendent ‘ 
de y et des autres variables, s’il y en a , et porlons-les 
dans la seconde; on aura ces m résultats 

( a" -t- 7, a"-' -\- -t- . . . -H -I- q„, 

è" -f 7 , 4 - 7. è«-' -t- . . . 7„_i è -h 7„, 

f" 4 - 7, c«-' -I- 7, c"-’ -t- . . . -t- 7„_, c -t- 7 „ , 


/" 4- 7^ 4- q: 4- . . ■’4- 7«-i / 4-,7,. . 
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l’cla post', si l’on iiuihiplii' onsemble tous rcs résuhals, i-l 
que l'on désigne par V leur produit, il est facile de voir que 

Vî=o 

sera l’équation finale résultant de l’élimination de .r entre 
les deux équations proposées. En ellét, l'équation finale 
résultant de l’élimingtion de .r entre deux équations est 
simplement la condition nécessaire pour <[ue ces deux 
équations aient une racine cotnm'unc, et il est bien évi- 
dent que la condition nécessaire et sudisaïue pour que les 
équations (i) et (2) aient une racine commune, est que; 
liun des résultats ( 3 ), ou leur produit V, soit nul. 

D’ailleurs , V est une fonction symétrique et entière des , 
" racines de l’équation (i), qui contient en outre rationnel- 
lement les coefficients de l’équation (2); on pourra donc 
exprimer cette fonction rationnellement à l’aide des coef- 
ficients des équations (i) et (2). 

L’application de la méthode précédente h deux équa- 
tions, dont les coefficients ont des valeurs particulières, 
conduit toujourt à la véritable équation finale , pourvu que 
ces équations contiennent la plus haute puissance de l’in- 
connue qu’on élimine. Llette méthode a, en outre, l’avan- 
tage de conduireà un théorème important, dont nous allons 
présenter la démonstration. 

Théorème sur le degré de l 'équation finale, résultant de 
l’élimination d’ une inconnue entre deux équations. 

ÎNous conserverons les notations employées dans le pré- 
cédent paragraphe, et nous supposerons toujours que les 
deux équations (i) et(2), l’iiue du degré w, l’autre du de- 
gré//, soicnlcoinplètcs,ctque leurs coefficients, représentés 
chacun par une lettre, soient dans une parfaite indépen- 
dance. Alorsles quanti tés /», et y, sont des fonctions entières 
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ilu premier ilegré par-rapport aux variables ) , etc., (|ui eii- 
ircut dans les éqvialioiis proposées; pareillement, /)j , 
seront du second degré , et , en général , le degré dos eoeffi- 
cientsde X dans les équations (i) et ( 2 ) sera indiqué parleur 
indice. Cela posé, nous allons démontrer le tliéorèmc 
suivant. 

Le degré de l'équation finale résultant de l’élimination 
d’une variable x entre deux équations complètes dont 
les coefficients sont indéterminés et indépendants les uns 
des autres, est précisément égal au produit des degrés 
des deux équations. 

Considérons , en cITet , un terme quelconque du protluii 
des expressions (3) , par exemple ' . ' 

a , s / 

- - ■ ■Un-.ff b ■■■!','■ 

'ce terme sc trouvera dans V, ainsi qu(! la fonction symé- 
trique dont il fait-partie. ^ est donc la somme d'expres- 
sions de la forme * : 


7..- 


/In — S * ■ ' 9n — X 




. / 


en observant qu’il faut remplacer q„_^ par i, si a = , 

et de même pour les autres. Or, d’après ce qui a été dit 
plus haut, le facteur q„_^ qn — s ■ • • '7n— ; 

(« — «)-+-(« — S) (n — )l) ou mn — ’ 

par rapport aux variables y, etc.; si donc nous faisons 

voir que le second facteur b^ ... l est, par rap- 

porta ces mêmes variables y , etc-, du degré 
il s’ensuivra que le terme de V que nous considérons 
est du degré mn, et que V est lui-mème de ce degré. 
Les eoeflicients p, , />j, etc., de l’équation (i) étant, par 
rapport à j, été., d'un degixi égal à leur indice, il eu 
sera de même des sommes de puissances semblables s,, 
s,, etc. , de ses racines; cela résidte imniédiaterueni di-s , 
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formules de ^ewlon. Ainsi , le degré d’une foiielion sv- 
inétrit|uç simple telle que est le même, soit que l’on 
considère comme fonction de «, l>, etc. , soit qu’on la 

considère comme fonction de y, etc. Enfin , ^ l7\ . . V 

peut s’exprimer à l’aide des sommes par une fonnule 
entière (jui sera du degré « + 6 -1- . . . + X par rapport 
aux racines a, A, etc. , et qui sera, par conséquent, aussi,' 
du même degré par rapport à y, etc. I,e tliéorème est 
donc démontré. 

, Nous avons admis comme évident que les termes de 
degré mn , qui se trouvent dans V, ne peuvent se détruire , 
tant qu’on laisse indéterminés les coefficients des équa- 
tions (i) et (a). Voici, au surplus, un moyen très-simple i 

de le démontrer. 

Considérons les deux éfjualious 

(i') (a: -+-<•/. J -t- -t- è«) ^ o, 

(2'). (x c, y -+- d, ) (x -H c, y + d.) . . . (x -t- r„ y 4- d„ ) = o , 

entre les deux inconnues x et ) , et qui ont pour premiers 
membres, l’une (i') un produit de m facteurs linéaires, 
l’autre ( 2 ') un produit de /t facteurs pareillement linéaires. 

L’équation finale résultant de rélimination de x entre 
les deux équations ( 1 ') et ( 2 ') aura évidemment pour 
premier membre le produit des mn faetenrs linéaires dont 
l’expression générale est ^ 

'L), - - , - 

P et V pouvant prendre toutes les valeurs de i à m et de i 
à n respectivemeut; et si on laisse indéterminées les 
quantités Ci, d,,. ■ . ^ celle équation finale sera du 

degré mn. 

D’ailleurs, cette équation finale doit être comprise dans 
ré«(uation V = o , qui est relative aux é(|uations géné- 
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raies (i) et (2); donc celte dernière 11e saurait être d’un 
degré inférieur à mn , à moins qu’ôn ne suppose aux coef- 
(icients des valeurs particulières. 

Si les coefficients des équations (i) et (2) ont des valeurs 
déterminées, on pourra toujours appliquer le raisonne- 
ment qui précède, pourvu que ces équations contiennent 
la plus haute puissance de l’inconnue qu’on élimine. 
On est alors conduit à la proposition suivante, qui est 
générale. 

Le- degré de l’ équation finale résultant de l'élimina- 
_tion d’une inconnue entre deux équations qui en contien- 
nefft plusieurs, est au plus égal au produit des degrés de 
ces équations. 

• Ce théorème a lieu encore, si les équations que l’on 
considère manquent de la plus haute puissance de l’in- 
connue <ju’on élimine. 

Soient, en effet, deux équations entre deux variables x 
et y, ayant respectivement metn pour degrés et manquant 
du terme le plus élevé en x. En considérant x et y comme 
des coordonnées rectilignes, ces deux équations appar- 
tiendront à deux courbes , et le degré de l’équation finale 
résultant de l’élimination de y sera le nombre des points 
d’intersection réels ou imaginaires de ces courbes. Par 
conséquent, ce nombre ne changera évidemment pas, 
si l’on rapporte les deux courbes à d’autres axes de coor- 
données ; mais alors les nouvelles équations de ces deux 
courbes se déduisent des anciennes , en remplaçant x 
et y par des fondions linéaires a'xy- è'y, et 

contiendront évidemment, l’une un terme en x"‘, l’autre 
un terme en x", à cause de l’indétermination de a et a'; 
le degré de l’équation finale en y résultant de l’élimina- 
tion de X entre ces nouvelles équations sera donc au 
plus égal à mn : par suite, le nombre des points d’inter- 
’scction des deux coiirbcs ne pourra surpasser mn , et il en 

3 . 
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. • , 

st'i’n (If! tiu'mc du (U'giv ilo l’équalioii liiialc u•sullall( ilo 
IVIiiriinalioii do y oiilro los doux proposôos. 

l.a im'inc chose aura lieu si les deux é(|uatioiis propo- 
sées coulicuncnt , outre .r et r, d’autres variables 1 / , t,, .. 
En ellct, si l'on pose 

3 = Xj, n i'r , . . . , 

et que l’on considère A, A',. . coinnie des paramètres, 
le raisonnement précédent s’appliqiuîra aux d(nix équa 
tions proposées, qui ne renferment phis (jue ,r (?t^'. Par 
où l’on voit que l’équation finale en r, z, t/,. . résul-, 
tant de l’élimination de .r, sera au plus du degré inn^ si 
l’on y remplace z , n , . . . , par Ay, h'j, ... , et cpla , quels 
que soient A’, A',...; mais cette substitution ne change évi- , 
demment pas son degré, lequel ne pourra donc , en aucun 
cas , surpasser /M/J. * ^ 

La méthode 3’éliminatlon par les fonctions symétri- 
ques, telle que nous l’avons exposée, ne donne pas le 
moyen de déterminer, dans la résolution de deux équa- 
tions simultanées, la valeur de la seconde inconnue, qu’il 
faut joindre à chaque racine de l’équation finale. M. I.iou- 
ville a cherché à combler cette lacune, et il y est parvenu 
( tome Xn du Journal Je Mathématiques pures et appli- 
quées) , comme nous l’indiquerons dans la leçon suivante. 



* Digitized by Google 


QV VT Kl KM K I.E«,:ON. ‘ , 



QUATRIÈME LEÇON. 


McUioile de M. Liouvillc pour la rêsoluliuii de deux équations à deux 
iiicoimues, eu eiu|doyaiit la méthode dVümiualiun par les fonction*' 
syiiiélriqiiea , et en supposant connues les racine» de ré([iialion linale. 
— Extension au cas d‘un nombre quelconque d’c«pialionscnlrc un même 
nombre d’inconmies. Méthode d’Abel pour déterminer la racine 
<'omeniiiie à deux équations. — Théorème de Lajjranpc sur les ctmditions 
nécessaires pour que deux équations aient plusieurs racines comnuines. 


s 

.ï 

Ti 

J 


Méthode de M. LiouoiUc pour la résohition de deux 
• équations a deux inconnues. 

Soiciil lieux équations 

(•) /(r, .r)=o, F,.r, r) = o, 

entre deux incountics x et nous intioduirons une 
autre variable t, telle que l’on ait 

\2) t = X + U. y OH .V z= t — St f, 

« désignant un paramètre, indéterminé. En mettant, au 
lieu de sa valeur t — les équations proposées 
deviennent 

(3) ■ f — ^.T, y] = O, 1 ' (/— a » , j) = O. 

(ii.Ia posé, nous éliminerons j, entre les équations ( d), 
[)ar un moyen queleonque^ nous obtiendrons ainsi une 
équation finale en /, renfermant leparamèire a, et nous 
la représenterons pai- , ' , ■ ' 

' 4 ) • 4 * 1 = <»;■ 

eojumc pour a — o, on a l^x, réqiiation linale en ,e 
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qui résulterait de rcliiniiiation de y entre les équa- 
tions (i) sera d’abord 

(5) 1(1,0}= O. 


Voici maintenant comment on obtiendra la valeur 
de y qui correspond à chaque racine x de cette équation 
finale. Considérons ï et « comme des coordonnées rec- 
tangulaires; l’équation (4) appartiendra à un 'lieu qui 
n’est autre chose qu’un système de droites réelles ou ima- 
ginaires, lesquelles seront aussi représentées par l’équa- 
tion linéaire 

tz= X a.y, 


OÙ l’on doit remplacer xety successivement par les divers 
couples de solutions communes aux équations (i). 

Considérons , en particulier, un couple de pâleurs de.» 
et y satisfaisant aux proposées , et la droite correspon- 
dante t = x-\-ay, dont l’oidonnée à l’origine est OM = a: 
[fig. i), et le coefficient angulaire tangMAO = y. ' 

Cela posé, supposons d’abord qu’à la valeur x que nous 
considérons ne corresponde qu’une seule valeur de ^ ; la 
droite AB sera la seule des droites représentées par l’équa- 
tion (4), qui passera par le point M ; en d’autres termes, 
la droite AB sera la seule tangente au point M du lieu que 
représente l’équation (4)- Mais le coefficient angulaire de 
la tangente en un point quelconque [t, a) de ce lieu s’ob- 
tient en dilfércntiant l’équation (4) ; ce qui donne 


( 6 ) 

d’où 


d'Sf c/ } dt 

da de d% 


dt 

da. 


'di/ 

da , , 
. ' dt 


équation qui ne sera en défaut que si l'on a en niôine 


(■ 
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fi ^ fi ^ « f m. I 

temps -^= O, —=o-, ce qui 11a hou que pour les 

points singuliers. Nous savons, d’ailleurs, qu’au point M, 
qui a pour coordonnées a = o l't tz=x, la tangente a 
pour coefficient .angulaire 75 on aura donc 
,r =: 'î'i , o) , 

et notre problème est résolu. 

L’application de cette methodé exige un calcul plus 
long que si l’on se proposait seulement l’élimination de y 
çntre les deux équations proposées; car le premier mem- 
bre de l’équation finale ( 5 ) n’est que le premier terme 
de l’équation (4) ordonnée par rapport à « : mais on peut 
démontrer facilement qu’il n’est pas nécessaire de calcu- 
ler l’équation (4) tout entière, et qu’il suffit d’en cou- 
naître les deux premiers termes. Imaginons, on ell’ct, 
(juc le polynôme (|/(f,cs!) soit ordonné par rapport aux 
puissances de a, de sorte que l’on ail • ■. 

{7) .j/ +•• •'• 

et qii’on connaisse les deuxpremiers termes cj (t) et ct, (/)'; 
l’équation finale en .r sera d’abord 
et (a*) — o. 

Ensuite on lire, en diflércnliant l’équation (7), et déno- 
tant les dérivées à la manière de Lagrange, ' . 


i8)-. 


d’où 


_ 


r/a 


et, (f) -t- 2 * CI, (^) -t- •••; 


<3, (/) -t- 2 *in,i7) -H • 


Cl , par ctmséquent , 


ni, va';- 
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L'cqualio» précécleiile Ifia connaître la valeur île y i|ui 
coiTCspoiul à chaque racine jt:, cl elle ne sera en iléf'aut 
que pour les valeurs de x auxquelles correspondent plu- 
sieurs valeurs de r- C’est le cas que nous allons actuel- 
lement examiner. 

Supposons qu’à une même racine x de l’équation (5) 
correspondent deux valeurs de y que nous désignerons 
par r et jy, ; alors les droites AR, A, B, (/ig- 2 ), lepré- 
sentces par les équations ■ ■ 

t = J- -h xy, t=j:-hay,, 

passeront par un même point M de l’axe O T : autrement 
dit, au point M, qui est un point de la ligne représentée 
par l’équation (4)i il y a deux tangentes à cette ligne, 

AB et A, B| ; on a donc en ce point ^ o , ~ : 


(it 


O, et 


lit 


pour avoir la valeur de —, il faut dillérentier l’équa- 
tion ^6), ce qui donne, à cause de ^ = o. 


(9^ . :7rr 




d ‘ lit 
flx dt dx 


d 

~dt 


' li ( dt\'‘ 


En faisant a = o et t = x, on tirera de cette équation 

deux valeurs de qui seront précisément eelles de r 

et r, ; et l’on peut voir aisément qu’il suflit de connaître 
les trois premiers termes de «)• Di Iféren lions, en 
ellet, les équations (8); on aura 




i/'i 

ilx dt 

d--!f 

~d¥ ' 


® '^"1 {' ■!■ .••• 

rr', 4- 2 (t)'-l- . . 

(<; -t- — 


D'apiès cela, faisant dans l’équation (y) , « = o , t_= X , 
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fil • . ' 

— ==• V, oa aura 

d'jL 

u" -f- a n', (a-j r' ■+■ a raj = o , 

«quation qui a pour racines les deux valeurs j et y, , qui 
eorresjKaideiU à a:. 

Pn voit, par là, comment il faudra opérer, si à une 
même valeur de x correspondent trois ou un plus grand 
nombre de valeurs de y. Je ne pense pas qu’il soit nér 
cessaire d’insister davantage. Remarquons seulement que , 
pour qu’à une valeur de x correspondent deux valeurs de 
y, il faut que l’on ait en même temps _ • 
a' (x) = O , O, (x) = o ; 

pour qu'il y ait trois valeurs de y correspondantes à la 
valeur de x, il faut, de plus, que l’on ait 

cr" (x) = O , ra', (x) = O , CT, (x) = O , 
et ainsi de suite. Ces cas particuliers ne pourront donc ja- 
mais sepréscntcr que si l’équation (lualeades racineségales. 

Extension au cas de plusieurs équations.- 
La même méthode, où l’on peut éviter les considéra- 
tions géométriques que j’ai cru devoir employer pour plus 
do clarté, s’applique au cas d’un nombre quelconque 
d’équations entre un pareil nombre d’inconnues. 

Soient, par exemple, trois équations à trois incon- 
nues X, y, Z, savoir : 

(') F(x, 7 , 3) = o, ^(x, r, z) = o; 

on posera 

(?.) • . j- ' / = X H- a/ êz, 

l étant une nouvelle variable, a et 6 deux indéterminées . 
et l’on portera dans les équations (i) la valeur de x , tirée 
de l’équation ( 2 ) ; on aura ainsi ti'ois équations, 

(3) = .v,z) = o, 

' I f (r — y,y—Çî, y,z' = n, 
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entre lesquelles on éliminera y cl z par un moyen quel- 
conque (*). Soit 

(4) 4' ('» “> = O 

l’équation (inale en t ainsi obtenue ; on aura d’abord l’é- 
quation finale résultant de l’ élimination de jy et z entre 
les proposées , en faisant t = x, a = o , £ = o -, ce sera 
donc ' " . 

(5) ^ (x, O, Oj O. 

Maintenant, pour avoir les valeurs y et z qui corres- 
pondent à chaque racine x de cette équation finale, on 
difi'érentiera l’équation (4) par rapporta a, puis par rap- 
port à £; on tirera ainsi 


( 6 ) 



d^ 

dt 

la 

Tx~ 

d-\, 


lu 


d^ 

dt . 

. iw. 

rfS~ 

lî^ 


Ht 


■ «I 


5'. 


D’ailleurs, en dilTércntiant l’équation (a), on a 
dt dt 

faisant donc dans les équations (6) a = o, £=o, t = x, 
on aura 

r = 4l {■^) 0 ,-o) , 3 = f,(x, 0 ,o). 

Comme dans le cas de deux équations , il ne sera pas 
nécessaire de connaitre les termes de «, o) qui dé- 


(') La mC'tliüdc d’cliinination par les fonctions symélriiiucs sera éten- 
diie, dans une prochaine leçon, ancras d'un nombre fuielconque d'é- 
quations. . ' ' ' 
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passent le premier degré en a et 6; car, si l’on suppose 

'I' (^» » » ^) = ra (/) -t- a O, (;) 4- 6 Oj ( f) , 

«. - ^ 

on aura 

■ ■ 

* • . i . . 

^ s 


lit 


= =r'(f)-H 


par conséquent , l’équation finale en x sera 
a[x) = o, 

et les valeurs de et r seront 

U, (x) O, (x) 


y =• 


,'(x)’ 


a'(x) 


Si à une même valeur . a: correspondaient deux valeurs 
de y et de Z , les formules précédentes seraient en défaut; 
il faudrait alors opérer comme nous l’avons fait dans le 
cas de deux équations. Ces cas d’exception n’olTrent au- 
cune difficulté, et je ne, crois pas nécessaire de nous y 
arrêter davantage. 

Au lieu d’employer deux indéterminées a et 6 , comme 
nous l’avons fait, on peut se borner à une seule, et 
poser 

(7) f = X -h «y -I- a’z; 


on éliminera alors a:, _y et z entre cette équation et les 
pirop)Osées, et l’on aura une équation finale 

(8) iKr, x) = o. 

L’équation finale en x s’en déduira, comme précédem- 
ment, en faisant « = 0 , / = cette écpiation sera donc 

, . (x, n) = O. , 
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Pour nvoir ) ri s , on ilillrrrniirra doux lois l’r<|iialion (j), 
par rapport à « ; ru qui donnera 

lit iPt 

Cela posé, en dilï’éreiuianl l’équaiion (8), on iroiivr 
dt 


(p) 

d’où 

\yo\ 


‘Il 

dj. 


dx~ d; “ 


dt 


V + 2 a ; : 


4'. (^“) : 


diirérrnlianl aussi celle équalion (lo) par raj)porl à «, on 
aura 

' — 'Lh !ÎL 


da 


dt da. 


dt 


ou, en remplaçaiil — par sa valeur lim'de l’équalioii (y), 
(n) ?■?: 


da 


4-, ^^ = 4, (/, a). 


Enfin, faisanl a==o, / = dans 1rs rqualions (lo) 
el (il), on aura - ' ’ 

4/,(æ-, o), 2 3 = o).' 

11 esl facile de voir qu’il ne sera pas nécessaire. de calculer 
l’écpialion (8) enlièrement, cl qu’il suffira d’en connaître 
les trois premiers termes. 

Le problème dont nous venons de donner la solution , 
d’après M. Liouville, esl compris, du moins lorsqu’il ne 
s’agit que de deux érjualions, dans un autre plus général 
considéré par Abel. Supposons qu’on ail deux équations 

/ >■ ) = O . f v) = O 
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Cl qu’ayaul éliminé y par un moyoïi i[UC‘lcou(iuo, on ail 
trouvé ('cUc équation fînale 

■y V ' CT (.r) = O ; 

* cette dernière exprimant la condition pour que les deux 
proposées où y ®®*'a alors l’inconuue aient une racine 
commune, la recherche de la valeur de^, qui correspond 
à une racine de l’équation iinalc en x, est ramenée à 
trouver la racine commune y aux deux équations don- 
nées.' C’est précisément la question qu’Abel s’est pro- 
posée, et qu’il a résolue dans un Mémoire publié dans les 
Annales de Mathématiques de (iergonne , tome XVII , et 
qui ne fait pas partie du Recueil de ses œuvres complètes. 
iVous allons exposer sommairement l’analyse de ce grand 
géomètre. 

• • * . 
Méthode d’Abel pour déterminer la racine commune 
à deux équations, ■ ■ 

Quand deux équations ont une racine commune, on 

* peut déterminer cette racine par la méthode du plus grand 
commun diviseur-, mais on peut aussi, cpmmc Abel l’a. 
fait voir, former immédiatement l’expression de cette ra- 
cine commune par la méthode des fonctions symétri- 
ques : on peut encore, par le même procédé, déterminer 
une fonction rationnelle quelconque de cette racine com- 
mune. 

Soient les deux équations 

{^) f{y)= y'" + p< y""~' jA- i>m=o, 

(?.) F {} ) =7" + <7r v"~' ■+• qty"~’ - 4 -. . 7„_, V q,’=a, 

qui ont une racine commune mais qui n’ont que celte 
seule racine commune, et proposons-nous de calculer 
une fonction rationnelle et entière y (y,) de eetle racine. 
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Désignons par > i, j j, . . . , lus n racines <le l’équa- 
lion (2) , et porlons-les dans lu premier nicmbro de l’é- 
({uation (1) f{y ) ; on aura ces n résultats 

dont le premier est nul. Faisons ensuite les produits 
// — I SI n — I de CCS n quantités, et désignons générale- 
ment par Ru celui de ces produits qui ne contient pas le 
facteur /'( ;^ u) ; les quantités 


R., R= 


. , R« , 


^seront toutes nullcs, à l’exception de la première. Cela' 
posé, on aiii-a identiquemeul 


Ri? (j'i) = Ri?(/0 R» ?(.>■>} rt- R) <p ’r,) -h. . r„',((7„) 

R. = R, H- R, R, - 4 - -. . . -I- R„ =2] * 

d’où, par la division. 


le signe ^ s’étendant à toutes les racines de l’équa- 
tion (2). Ou voit que cette expression de 9 (>i) est une - 
fonction symétriijue et rationnelle de toutes les racines de 
l’équation (2), et, par conséquent, on pouira la calculer 
par l’une des métliotles que nous avons exposées. 

Tel est le principe de la méthode d’Abel; mais on peut, 
par nu artifice Ingénieux qu’il a indiqué, simplifier no- 
tablement le calcul de la foiictioir ç (jl'i). Soit 0 (j) une . 
fonction rationnelle quelconque dont nous nous réser- 
vons de déterminer ultérieurement la forme; on aura, de 
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même que précédemment , 

R, 0{y,)f (/,) = R, 0 {y,)f(y.) -h R,0 (.n).Ÿ(70 

R. 0 ( ) = R, 0 (.r-.) + R, 0 (rO + • • • + R 
= 2R®(r), ■ - ' 


R, /J ( ,n) 


d’où, par la division, 


.. s _^Ro (/■)_?(>•! 


ï:R0(j) . 

Cette nouvelle expression de y (j , ) est , comme la précé- 
dente, une fonction symétrique des racines de l’équa- 
tion (a) et pourra être calculée de la mcuu! manière; mais 
elle 'devient plus simple, comme on va le voir, en dispo- 
sant convenablement de la fonction indéterminée 0 (.t)- 
Nous désignerons par F' (j) la dérivée de F (y ) , et nous 
poserons avec Abel, , 


®’-> / — F' (y; V 


la valeur de 'f (j ,) sera alors 


yi Ry (.r ) 


Cela posé, les quantités R,, R,, . ■ • , R„ peuvent s’expri- 
mer rationnellement, la première a l’aide de j,, la se- 
conde à l’aide de.jj» dernière à l’aide de y„. 

En cH'et, Rjut est une fonction symétrique des quantités 
y,, J,, . . j„, excepté c’est-à-dire une fonction sy- 

- inétriauc des racines de l’équation 


métrique des racines de 1 équation 

vb-) 
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.OH 


lia pourra donc s'exprimer sous forme rationnelle et en- 
tière à l’aide de j u et des quantités toutes eonnues qui- 
entrent dans les c'qualious (i) et (a), d(? la manière sui- 
vante: 

Ru =: 6, -t- p, y U -f- p] )• ’ ■+■... -h Pp Xp' 

Kn outre, par l’un des procédés indiqués dans la deuxième 
leçon, on pourra chasser de l'expression de R„ toutes 
les puissances de supérieures à la (« — i)"'"',' en sorte 
(|ue la valeur de Ru aura iiualement eeltc forme : 


qi M'I’.lKMe lEçoN. * 


V"-' -t- y, 


. — O. 


+ j 
+ v’ ' i 


^3) Ru — P» -H pi )'u P I p«- 1 ^ U * > 

et l’on déduira de ectte équation les valeurs de R,, 
R,, . . . , R„, en donnant successivement à l'indice u les 
valeurs i , a, 3, . . . , 

La quantité R,uÇ(>y<) pourra également s’cxpriim i' 
par un polynôme entier et rationnel par rapport à_V,u de 
degré n — i , et qu’on calculera aisénient <|uand Ru 'st’f-i 
trouvé : soit donc 


Mais par un théorème connu (*), si tp( v) désigne uii 
polynôme quelconque du degré n — i, la somme 

V 

étendue aux racines r,, !',, i de l’équation 

F(.v) = o, 


(“) Ce tlirovèine , qui résiiKc <lc la Ihéoiic de la docoinposUion d’une . 
fraction rationnelle en fractions simples , Sera démontré dans la leçon sui- 
lanle. 
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a pour valeur le coefficicut de •) dans ) ; ou aura, . 
d’après cela, ■ „ , _ ' 

R<p(r) 


1 


F'(r) 

R 


• ^«—1 î 

~ Pn— J y 


et, par suite, 

( 4 ) . 


t \ ' 

P«— 1 


Il suffit donc, pour avoir la valeur de notre fonction 
entière <p(/i), de calculer les coefficients de dans - 
et R^ Pour une autre fonction entière d>(f,), 

on aurait pareillement 

T,_, 


<*>(/.) = 


P»-. 


I'„_i désignant le coefficient de ’ dans R^ ^ ("Ty ) 5 
onctioi 


* » » • ^ ( y*i ) 

par suite, pour une fonction rationnelle — 




p(/') 


Îîz.' 

^ J» — I 


Si l’on veut seulement calculer j,, il faudra faire 
çp(,^i) dans l’équation (4); t«-i sera alors le coeffi- 
cient de y"~‘ dans ■ ”*’’ multipliant l’équa- 
tion (3) par , oit trouve ■ ■ . ' 

Ry r ,« = ?. + p. J'y + p„_, J-y"' + P„_. fu , 

I 

cl, en chassant j" à l’aide de l’équation (a), 

r ÿ -I- 7* r-ÿ"' -+- 7^ J-ÿ"’ -4- • • • -+- r -h -7,, = O ; 
on aura ■ « • . 

ï^y .ry.= • • --F — 7. P„_,) J-r’’ 

■ • ■ , . 4 . ■ 
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et , par suite , ' , 

• t,. — . = Pit-j -7i P«— I i 

». * , - * • 

la valeur de j , sera doue 

Prt— 3 7 ' P«-“* Pn— 5 * 

... y,~ t ^ ^ V- 

,* Pm— .1 P*»— • 

Par où l’on voit qu’il suflit, pour avoir 7,, de calcule» 
.dans les coefficients de y ^ et dej)'^ • 

C’est ici l’occasion d<î ineutiouner un beau théorème - 
que Lagrange a démontré dans son célèbre Mémoire in- 
séré parmi ceux de l’Académie de llerlin pour 1^70 et 
et qui est relatif aux conditions nécessaires poUr 
que deux équations aient plusieurs racines eoiiununcs. 

Théorème rie Lagrange sur les conditions nécessdires 
pour que deux équations aient plusieurs racines com- 
munes. , > 


L’objet de ce théorème est de faire connaître les condi- 
tions pour que deux équations algébriques aient deux, 
trois, etc., racines communes, quand on connaît la condi- 
tion pour quelles en aient une. Voici en quoi il consiste. 

Si V = O exprima la condition pour que deux équa- 
, tions algébriques ' . . 

/(.r) = 3T-' -4- . . . +/>»_, x o, 

F (x) = X" + 7, X"-' -(- 7, x“-’ 4 -’ 7 „_i X--I- 7„ = O, 

aient une racine commune, V désignant une fonction 
entière des coefficients p,, Pi, . . . , <7,, . . . , les condi- 

tions necessaires pour deux racines communes seront 


I 


on bien . 





dV _ 



d\ . > 
— =r o; 
« 7 « 
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pareillement les cqnditions nécessaires pour trois racines 


communes seront 


V = o, — 


«7,1 


et ainsi de suite; en sorte qu’on obtiendra les condi- 
tions nécessaires pour p racines communes, en joignant 
à l’équation nécessaire pour une seule racine' commune 
les P — I équations qu’on en déduit en la différentiant 
P — 1 Jbis par rapport au dernier terme de l’une des 
deux équations proposées. ^ 

Voici comment Lagrange a démontré ce théorème. Re- 
marquons d’abord qu’on obtiendra la condition 

V = o,' ■. • 

nécessaire pour que les équations • ' 

(1) /(x) = o, K(x) = o 

aient une racine commune , en éliminant .r entre ces deux 
équations. Cela posé, considérons les deux équations 

( 2 ) ■ ■ f{x) =y, Y [x)~ O, 

qui ue dillèrent des équations (1) qu’en ce que le der- 
nier terme p,„ de la première est remplace par p,„ — y; 
on obtiendra l’équation finale résultant de l’élimination 
de X entre les équatious (2) en faisant ce même change- 
ment de /^,„en p,„ — y dans l’équation V = o ; cette équa- 
tion finale sera donc, d’après le théorème de Taylor, 

elV (V\ d^\ 

(3) V — - — j’-t- — -4- . . . = 0 . 

dp„ (lp,„ 1 . 2 dpi, 1.2.3 

Pour que les équations (i) aient une, deux, trois, etc.. 


: "H • • . ~ O* 
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racines cominunos , il faut cl il suffit. que rc(|uatioii (3) 
en J ail une, deux, trois, etc., racines milles, c’est-à- 
dire que l’on ait •. ^ 


V = O , 


t/V 


pour deux racines communes; que l’on ait, en çulre. 




pour trois racines communes, et ainsi de suite. 

Exemple. — Ij 3 condition pour que les deux «•quations 

- 1 .r‘ + /;j-’-)-7.r4-r=o, 

1 3x’ -+- 2 />jr H- 7 = O 

aient une racine commune, est . 

( 5 ) - ^ + 2-] r' — \8pqr — -i- = O-, 

on obtiendra donc les conditions nécessaires pour deux 
racines communes, en joignant à l’équation (5) celle 
qu’on en déduit par la différentiation relative à y ou à r. 
En dilférentiant par rapport à r, on trouve 

( 6 ) r — gpq -h 2p^ = O. 

Les équations (5) et (6) expriment ainsi les conditions 
pour que la première des équations (4) ait deux racines 
communes avec sa dérivée, c’est-à-dire pour qu’elle ait 
trois racines égales. 
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CINQUIÈME LEÇON. 

Développement en fractions simples, d’une fraction rationnelle' dont le 
dénominateur n’a pas de facteurs multiples. — Démonstration d’uiie 
formule d'analyse. — Méthode de M. Liouviljc pour former le dévelop-- 
pement d'une fraction rationnelle. — Cas.de8 fractions rationnelles dont 
le dénominateur a des facteurs multiples. . 


Nous nous sommes appuyé,- dans la dernière leçon, 
sur une forn^ule que Ton peut déduire de la théorie de 
la décomposition des fractions rationnelles en fractions 
simples, ou qui’, inversement, peut être prise pour le 
point de départ de cette théorie. Nous allons étudier en 
détail ce double point de vue. Nous commencerons par 
-établir le développement en fractions simples d’une frac- 
lion rationnelle dont le dénominateur n’a pas de facteurs 
multiples, et nous en déduirons la formula dont nous ve- 
nons de parler. Nous donnerons ensuite, de cette même 
formule, une démonstration directe due à M. Liouville, 
et nous exposerons la méthode qu’il en a déduite pour 
former’le développement d’une fraction rationnelle. Nous 
ferons voir, enfin , comment on peut passer du cas des 
fractions rationnelles dont le dénominateur li’a que des 
facteurs simples , au pas des fractions dont le dénomin.a- 
leur a des fadeurs multiples. • . 

Dévcloppewent d’iiuc fraction rationnelle en fractions 
simples. 

Théouème. — Soient 

f{x) = [x — a) {x — h) [x ~ c)^. .[x — l) 
lin polynôme du defçré m dont toutes les racines h, 
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c, . . . , / sont inégales, et 1’ (x) un polynôme du degré 
in — 1 au plus ; il y aura un système de valeurs des 
constantes A, R, C,. . I>, tel que Von aura identi- 

quement 

, , F(x) ABC L 

(l) ~FT~\ — ^ ^ 7 H h • . • H 1 

J\x) X — a , X — b X — !• X — l 

et il n’y en aura qu’un seul. 

L’équation (i) peut s’écrire ainsi : 


(^) 


F(x) = 


X — U 


B/^x) 

X — b 




T 

et si l’on admet qu’elle soit identique, elle* sera satisfaite 
({uand on donnera à x les valeurs a, i, c, mais 
pour X = a , tous les termes du second membre sont nuis , 

à l’exception du premier A , qui sp réduit à A f'{n) : 

on a donc . 

F (rt) = A/'(«) , d’où A = 


L’équation (a), ou, ce qui est la même chose, l’équa- 
tion (i) ne peut donc avoir lieu identiquement que. si 
l’on a . " 



A 


F(«; - R _ _ ¥{ 1 ) . 


ces valeurs de A , RJ etc. , sont les seules qui puissent rem- 
plir la condition demandée. Pour prouver qu’elles la rem- 
plissent en ellct, remarquons qu’en les adoptant, l’équa- 
tion (a) sera satisfaite pour les m valeurs a, c, . . ., l 
de X , et sera par conséquent identique , puisque son de- 
gré est m — I au plus : d’ailleurs ^ les valeurs trouvées 
pour A, R, etc., sont (inies, car les racines «, A, etc. , 
sont inégales. On a donc le de velop|>ein<*nt suivant pour 
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la fraction rationnelle ; 

'■ /w 


F(ar) F (a) i 


m 


F(/) 


Supposons maintenant que le numérateur de la fraction 
rationnelle soit de d<>eré supérieur à celui du déno- 

fi^) 

luiiialeur. Désignons par nr(x) le quotient de la division 
do F (x) par ^(x), et' par le reste : on aura - . 

mais, à cause de F(x) = ra(x) y'(x) + çp(x), on a 
■ - T(a) = F(«), ^{b) = ¥{b),...-, 


donc 
F(x) , 


/W 


i(x)- 




F{i) 


F(/) 


f'[a)x — a /'[b)x — b 




On voit que , dans ce cas , le .développement conserve la 
même forme; il faut seulement ajouter le quotient en- 
tier de la division du numérateur par'le dénominateur. 

Démonstration d’une formule d’analyse. 
L’équation 


F(x) = 


F(a) f(x) ^ ¥{b) f[x) 


F{/) /W 


f'{a)x~a f’{b)x — b ' ■■ ' f'{l)x~l 

ayant lieu identiquement si F est de degré inférieur à J . 
les coefficients de x"'“' sont égaux dans les deux mem- 
bres ; si doPc on désigne par P le coefficient de x"'~' dan.s 
F(.r), 


on aura 


5 () 




V — 1 

^ r 


ïifi 

/'W 


= P. 


Daiis celle formule,' f(x) désigne un polynôme quel- 
conque de degré m , dont le premier terme a pour coeffi- 
eient l’unité , sa dérivée, et F (a’) un polynôme 

quelconque de degré inférieur à m , dans lequel le coeffi- 
cient de x'"~' est égal à P. Quant au signe il s’étend 

. à toutes les racines de J(x) = o. Celte formule est celle 
sur laquelle nous nous sommes appuyé dans la leçon pré- 
cédente , et que nous avions admise sans la démontrer. Si 
le polynôme F(x) est du degré m — a au plus, on aura 
P = o, et, par suite, 

A/èlhofie lie AI. IJouville. 

M. Liouville a déduit de l’équation précédente un 
moyen ingénieux de présenter la théorie de la décom- 
position des fractions rationnelles ('*'). Nous allons ex-, 
poser ici cette méthode. • . 

Soient j{pc) et F (x) deux polynômes des degrés m et 
m — i respectivement , avant pour valeurs 

F(x)= Pjc"-' 

et considérons l’équation 

(i) ■ /(x)-f-aF(x)= O, 

où a désigne une indéterminée qui n’enlrc ni dans /, ni 


[']' Joui nal itc Malhcinniiqius pures el appiuluécs , tome" XI , p.-iye '|6a 
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dans F ; représentons par la notation x la somme 

des racines de l’équation (i), on aura 

( 2 ) ■ — Pa, 

et ces racines étant des fonctions de a, on aura, en dif- 
férentiant l’équation (2) par rapport à a. 

On a aussi, en dilférentiant l’équation (i) pat; rapport 
à a , et dénotant les dérivées à la manière ordinaire , 

• • • fi T 

[/'(i) ■+■ aF'W] ^ + F(x) = O ; ■ 

’d’où 

djc __ F(x) 

rf«~ /'(x)4-aF'{x)’ 

» * * 

On pourra donc écrire l’équation ( 3 ) de la manière sui- 
vante : ’ 

■ ■ v__ZiîL_ — P 

^/'(x)-t-aF'(x)~ ■ 

Dans cette éf^u^tion , le signe ^ s’étend à toutes les ra- 
cines de l’équatijon (i), et l’on peut considérer a conjmc 
une quantité entièrement arbitraire; faisant donc a = o , 
on aura 



le signe ^ s’étendant alors aux racines de l’cquafion 
/(x) = O. 

Si f étant toujours du degré >?/ , F n'est que du degré ni — 2 
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au^lus, 1* sera nul, el l’on aura 


V _ 



Vüici, maintenant, comment .M. Liouvillc déduit de 
cette deniière formule le théorème* relatif au développe- 
ment d’une fraction rationnelle. 

Soient F (x) un polynôme du degré m — i au plus , f (x) 
n n jK)lynôme du degré tn , U’I que 


/(x) = (.r — n) (jr — A), . . . , (x — /), 
et posons ' 

^ . ,,(x) ==(x-f)/(x); 

le degré du polynôme ç(a') surpassant de deux unités au 
moins celui de F(a:) , on aura, d’après le théorème qui 
vient d’ètre établi , 


ou , comme a, b,c,...,l vl t sont les racines de <p (x) = o. 



,'(/ - 


Cela posé, en diirérentiant l'équation- 


on trouve 
on aura donc 
et 


(f (x) = (x — r)/(x), . 

(f'(x) = (x — t)/’ (x) -H /(x) ; - 

f'W=/(0 


y' (a) = f'(è) = {b- t)f'(b), 

D’après cela , l’équation (4) donnera 

-F(f)_F(e) F(è) . , . F.(0 . 

/(') ~/' (") ' - « /' (è) f ^ A /'{Jj t-l' 
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ce qui est précisément la formule à laquelle nous avons * 
été conduit par la première méthode. 

Cas des, fractions rationnelles dont le dénominateur a 
*• des facteurs multiples. 

Du développement que nous venons de trouver pour 
ime fraction rationnelle dont le dénominateur n’a que des 
facteurs simples, on peut déduire celui d’une fraction 
dont le dénominateur a des facteurs multiples , en. em- 
ployât un artifice qui nous a déjà servi dans une précé- 
dente leçon. 

Supposons, par exemple, que parmi les m racines 
a, c, . . . , àr, / de l’équation f{x) = o , deux soient 
égales entre elles, que l’on ait i = a, mais que toutes les 
autres soient inégales et différentes de «, et soit toujours 
F (x) un polynôme de degré inférieur à celui de f{x) ;. il 

F fx) 

s’agit de trouver le développement de la fraction 

Nous prendrons d’abord, au lieu de un polynôme 
(f {x) , qu’on déduira de f [x) en remplaçant l’une des 
deux racines a par une racine peu différente a-\-h-, nous 
poserons , en un mot , 

• ^ ' X — a 

.et alors nous aurons pour le développement de la frac- 
tion — 


F(x) F (fl) - I F(fl*-|-//) I 


F(/) . 


y(x) — a (p'(fl-(-A)x — a — A 

On a d’ailleurs 


<p'(/)x — / 


X — a — h 


H- r- 


A’ . 


n ’(.r — ay (x — fl)’ 


(lolU* 
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ilf) — ll’W 

?W <t'[a + l‘) 


!-)-/() 

r+Â) 

A F(u -f- A) r I h 

f'(a-t-/i) l_(x — af (x — a)‘ 


...J 


F(c) 


F(/) 


. ?'(c)x — f ■■ <f’{l)x—l 

Mais la dérivée de ^(x) a pour valeur 


<p' (x) : 


/'(x)(x — « — A) ^ f{x) f,x) {x~„ — h\ 
X — a X — <i (x — a)î • ' 


d’où , en faisant successivement x — a et x — a -‘i- h , et 
•se rappelant quey(x) a deux racines égales à «, 

<f (a) _ ^ , <f ti + A, _ - _ — - — , 

en négligeant dans les puissauces de h supé- 

rieures à la première. On aura, d’après cela, en négli- 
geant partout les puissances de h supérieures tà la pre- 
mière , 


F(-r)_ 2 

?'W ~ /"(«) 


F {et -H A) — F {et) I I , 2 F («) 


X- ' 


+ 


I .r — et f ' [et) (J: — «)’ 

F(0 - . 


<p'(/; X — / 


Cette égalité n’est pas exacte, mais elle le sera à la limite 
pour /< = <), auquel cas ®{x) =: f{x)-., on aura donc 


JL 


F(r' 




-H. - 


F(x)_ 2 F'(«) 1 2 .F(«) 

/(x) ~ f-{ei) X — « -X — et)‘ ' f'{r' x — r 

/' (7 X — / 


On voit aisément comment il faudrait opérer dans le 
cas où f{x) aurait trois ou un plus grand nombre de 
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racines égales à a. Mais noüs n’insisterons pas davantage 
sur cette méthode, de laquelle il ne semble pas qu’on 
puisse déduire un procédé commode pour déterminer gé- 
néralement l’expression algébrique des différents termes 
du développement; il nous suffit d’avoir montré, par ce 

. qui précède , que le développement de , dans le 


cas 


où les racines dey’(x) sont inégales,, n’est pas aussi par- 
ticulier qu’on aurait pu le croire, et qu’il renferme im- 
. plicitement tous les cas. 


()2 


, sixiLmu leçoiv. 
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SIX1È3IE LEÇON. 

Théorie |;chérale tle la décomposition «les fractions rationin'lles en fraclions 
8iin)des. — Théorèmes sur la possibilité du dévdoppomeiit. — Méthodes' 
pour former le développement. 


Théorie générale de la décomposition des .fractions 
rationnelles en fractions simples. 

Nous avons été conduit naturellement, par une ques- 
tion incidents, à nous occuper de la décomposition des 
fractions rationnelles en fractions simples. Les détails 
.dans lesquels nous sommes entré à ce sujet, suffisent , 
pour l’objet que nous avions en vue; mais la théorie des 
fractions rationnelles est si importante, et ses applications 
dans l’analysé mathématique si variées, que je. crois utile 
de la reprendre ici, en lui donnant tous les développe- 
ments qu’elle comporte. 

Nous commencerons par établir qu’une fraction ra- 
. . Yix) 

tiônnellc , [ > dont les deux termes sont des- polynômes 

(jtielconques première entre eux , est décomposable en 
uye partie entière (qui peut être nulle), et en plusieurs 
fractions simples à numérateurs constants, ayant pour 
dénominateurs les diverses piûssanccs des facteurs li- 
néaires qui peuvent diviser le polynôme J(jc). Nous 
démontrerons ensuite qu’une fraction rationnelle n’est 
décomposable ainsi que d'une seule manière , et 
nous indiquerons enfin le moyen de former son déve- 
loppement. • ‘ 
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Théorèmes .sur la .possibilité du développement d’une 
^ fraction rationnelle. ' , . 

Théorème I. — Si a désigne une racine dé V é(piation 
y (x) = O , a' 507 i degré de multiplicité , en 'sorte rpie 
Von.git - ■ ■ • . 

f{x) = [x—.aŸf[x)\' 

\ étant un polynôme non divisible par x — a, la 

F (a:'i • 

fraction rationnelle pourra toujours être décom- 
j\xy . ^ 

■ posée en deu.x parties de la manière suivan te : 

F ’!>•)_ A ^ F,(j:) . 

.. {x — af (x — «)“-'/ (x) . 

A étant une constante , et F, (.r) un polynôme entier et 
rationnel. 

En effet , on a identiquement , et quel que soit A , 

F (x'i _ , F ’x'; A ^ F (x) — A y, (x) 

/W lx—aff[x)^ (•» — ")“ ■ {x — aŸfy{x) 

et pour que le deuxieme terme du second memlire ne 
contienne à son dénonrinateur que la puissance a. - — i 
du facteur x — n» il faut et il suffit que le numérateur 
F (x) — A.f (x:) s’annule pour x = a. Posons donc 

F (a) — A/IJ«) = ü, d’où A = ?-^; ' ' '■ 

Jv.a} _ • ^ 

cette valeur de A sera finie, puisque [a) n’est pas nul, 
et si l’on fait- - . - " 

F (x) — A/, (x) = (x — a) F, (x) , • 
on aura , e' 

/(•’^) (x — nŸ (.r — nŸ' ' /, (x) 
re qu’il fallait démontrer • ' . 
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CoROLLAiAE. - - Kii appliquant le im'inc lliTOrènio à la 

r.W 


fraction 


forme 


[x-af '/(.r) 


A, 


> on pourra la mettre sous la 




[X — n) [X — a) y; (x) 

Al étant une constante et Ft(.r) une fonction entièrci 
seulement ici Ai peut être nulle, car Fi(.r) peut admettre- 
le facteur .r — a. En continuant ainsi, on voit que la 
F (x) 

fraction rationnelle peut être décomposée de la ma- 
nière suivante : 


/(■'■) (jr — (x) (x ■ 

* — « /(•*)’ 


A, 


fi) 


A, Ai, A,, etc., étant des constantes finies et détermi- 
nées dont la première n’est pas nulle , et F^ (x) une fonc- 
tion entière. ' 

Soient maintenant f> une seconde racine de J^(x) = o 
et 6 son degré de multiplicité, eu sorte que l’on ait 

/,(x) = (x — l>f/,(x); 


en appliquant la formule précédente à la fraction 
on aura une valeur de la form<- 




Fi,W_ F„(x) 


B 




B, 


“I- 


(x — 6) /,(x) (x — /») (x — fi) 

Bg_i . fa-Fi 


X — è. fi (*) 


8-1 
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et, par suite, 
F.(x) _ A 


A, 


’T 

% -i I • 


{x-«r 

B 


B, 


X — a 


FêW 


(x— (x — A) 


6-1 


m 


* W. ■*: * 


B, B,, etc., étant des constantes déterminées dont la pre- 
mière n’est pas nulle, et Fg {x) Une fonction entière. • 


Il résulte de là , qu’en général, si l’on suppose 




/(x) = (x — nf [x — b) ... {x — rf , 


F («i") 

la fraction rationnelle pourra être développée de la 


r.i 


maniéré snivante: 




a— 1 




(x - «) ■ (x — a) 
B ' B. 


X — a 

B. 


»e-i 


(x — (x — bf 


X — b 


* ‘ «ir 


•/-' 


(x — cY (i — c} 




■E^), 


.C 


A , A,, . . . , B, B,, . . . , C, C,, . . . , étant des constantes 
finies, et E(x) une fonction entière. C’est précisément la 
proposition qu’il s’agissait d’établir. 

Au lieu de s’occuper d’abord des fractions simples re- 
latives à la racine a, on aurait pu commencer par celles 
qui se rapportent à une autre racine, i par exemple ; mais , 
comme. nou.s «lions le faire voir, on aurait toujours trouvé 
le même développement. 

Théobème U. — L ite fraction .rationnelle nest dé- 
> ' . ■ • n 

» . . - - * 'J 






• I.' 


• 

*' / ,♦ V ' 

. ■ J • 


, 1 •. 1 

»•' « 






r ** • . .1 » » 


fi 


y'- 


>1'.’’ ;çiaih^ oy Qpo^e; 
^ , - •• • î'-. •« r. ' 


^ 1 ^:: 


manière en une partie en- 
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composablc que d'une seule manière en une partie en- 
" en fractions simples. 

rÇ''* s Supposons qu’on ait trouvé deux développements d'une 
même fraction rationnelle, 

pT ^ s. iJJ?»;*’ ^ V . > . T-- X n , 

^1— -4- . . -J 1- . . . -t- VJ.T) 




[x — a) ■- 


on aura 


{x-bf 


{x-bf 


+ . . . + K (.r) = ^ + . . . + F/ (x)'. 

-■'> i^—a) i^ — o) 

-■ '-/Tl, / . 1 I 

f*;> -^jCcla pose, a et a étant respeeti veinent les exposants des 
us hautes puissances de x - — a , dans les deux menihix's , 
^je dis que a— a' et A = A'; Supposons, en efl’et, que « 
^.^;i^^,^. ‘'et a.' soient inégaux et que a soit le plus grand; tirons de 

J'*^^uation précédente la valeur de , et réduisons, 

. (* — rt)“ 

. ?«tous les autres termes au même dénominateur ; on aura 

. A <t{x) ■ ' 


- A = (x-«)îMs 

'Î'W 

àlfff 9 et ^ désignant des polynômes dont Iç second n’est pas 


“ divisible par X- — a. D’ailleurs A est une constante; il faut 

%. qu’elle soit nulle, car l’équation px-écédente donne 
■ A i= O pour X — a. Si donc A n’est pas nul , on ne peut 
_ supposer ocf>a', et l'on ferait voir de 'même que, si A', 
.n’est pas nul, on ne peut supposer non plus a cd -, ou a 
^ ' donc œ = a'. Je dis maintenant iiue A = A'. En elfet , de 

*.E- • - ■ - < .. i 

't. ■ -î' ■ ■ •- .*. ■ 

- *■ . 


W::'- 
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l’équalîon eiilre K's doux dôvcloppomeiUs on liroi-a , «' 
étant égal k oc , 


A — A' 










A-A' = (a:-«)^j, 


N?-V 

• S , 




i-. 




A-r 


ç et ip étant, comme précédemment, des polynômes don 
le second n’esl pas divisible par x — a ; comme A — A' 
est constant, et tpie sa valeur est nulle pour x — a, 
d’après réqualion précédente, on aura A = A'. 

Les termes tjui renfermeut la plus haute puissance de 
X — a en dénominateur, dans les deux développements, 
étant égaux entre eux , on pourra les ôter départ et d’au- 
tre, et les deux restes seront égaux. En raisonnant sur eux 
comme sur les proposés , on fera voir que les termes qui . 
contiennent en dénominateur la plus haute puissance tlu 
même binôme x — u , ou d’un autre binôme, sont aussi 
égaux entre eux; et en continuant ainsi, on prouvera 
que les fractions simples des deux développements sont 
égales chacune à chactine : il en résultera par conséquent 
l’égalité des parties entières E(j") et E^(j;). 

ConoLLAiBE. — La partie entière du développement 


.V 


V,. 

•'N 


A 


, ■> 


F(x) 


d’une fraction rationnelle ■ ■ en fractions simples étant 

/(x) 


indépendante du moyen qu’on emploie pour faire ce 
développement, on l’obtiendra en faisant la division de 
F (x) par f(x) ; car si ç(x) désigne le resi<; de cette divi- 
sion, E(.r) le (piotient, on aura 


F(x) 


/•■r) 


= F.(.r 


, ?(f)“ 

fi4 


Or, le degré de ®(.r) étant moindre que celui de /’{x), h* 






A * . ./*■ , ' 

•: '. V ' 1 * 

• . •• - • \ . • 
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ix\ 

ilëvfloppeiiH'iil lie ne conlieiKlra éviileiiiineiit pas de 
partie entière; donc, etc. 

Méthodes pour former le développement d'une fraction 
rntionneUe en. fractions simples. 

Le corollaire du théorème l, par lequel on démontre 
' la possibilité du développement, donne aussi le moyen 
•de formel' ce développement. Ainsi, dans le cas où les 
exposants a, se réduisent tous à l’unité, on en 

déduit aisément la formule que nous avons obtenue dans 
la leçon précédente; mais, ce cas simple excepté, l’emploi 
de ce procédé exigerait des calculs fort pénibles. 

On peut aussi employer la méthode des cocfticienis 
indéterminés; il faut alors calculer la partie entière du 
développement au moyen de la division du numérateuV 
par le dénominateur, et l’on n’aura plus qu’à développer 
une fraction ,. dont le numérateur est de degré inférieur 
à celui du dénominateur; on égalera cette fraction au 
développement dont les coelhcients seuls sont inconnus; 
on chassera les dénominateurs, et en égalant les coef- 
ficients des mêmes puissances de .r dans les deux mem- 
bres, on obtiendra une série d’équations qui serviront à 
déterminer les coeflSeients du développement. 

Exemple. — Soit à développer la fraction l'ationnelle 

' — 7-^ r en fractions simples. 

— 1) ‘ 

On posera 

T ABC I) 

' ZI'i — ^ — ï — ^ ’ 

— i] x’ x’ X X — I 

. ' ; * 
d’où , en chassant les dénominateurs, 

« ' • 

I = A (x — 1) B (.r’ — x),-;- C(x’ • — x’) -t- D.r’ .. 

— A -+- (A — B)x--|- (B — C)x’ -I- (C •+ D)x’, 
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»‘l , par conséquenl , 

A=i, A — l!=:o, B — C-=o, 

il'oii 

A = — 1 , B = — I, C= — I-, r>=i, 
♦*i , par suite, 

I I I I 1 . 


6‘) 


O, 


’ (x — 


I 

,r’ 


I 

x‘‘ 


I 

X 


<* Aous 'allons indiquer une autre méthode qui n’exige 
- que l’emploi de la division algébrique. 

Soit la fraction rationnelle , dont le dénominateur 

/w 

/'(.r) a pour valeur ’ 

f{x) — > — n)" (x — üf' . . . {x — cf\ ■ •• 

cette fraction n’étant susceptible que d’un seul dévelop- 
pement , on peut chercher, à part la partie entière, les 
’ fractions simples qui répondent à la racine a, puis celles 
qui répondent à la racine/», etc., et faire ensuite la 
somme de tous les résultats partiels ainsi obtenus. 

La partie entière K(a;) s’obtiendra par la division de 
F(x) par / (x) ; voyons comment on peut obtenir les frac- 
tions simpli-S qui répondent à chaque racine , à a par 
exemple. Soit ' : . 

/(x) = (j: — (r). ' . 

.< * * # ' . 

Posons X = rt -I- /i, ordonnons les polynômes F (a -f- 4) 
et y, (a -H h) par rapport aux puissances croissantes de //, 
et faisons la division du premier par le second , en ar- 
rêtant le quotient au terme du degré a — i en h-, soient 

A -t- A, // -(- A, /(' H- . . .-(- A^_, A“ ' 

ée quotient , et A* R le reste (jui contrent h” à tous ses 
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lerines, fii sorti- <|uc R cii-sigiio ici une roncliou entière 
de h ; on aura 


F (fl -h/t) 


= A4- A,//- 


« — I 

.A -t- 


/i R 


/,(a-h/t) " ' «-i " 

Remplaçons dans celle égaillé /i par sa valeur x — a, 

puis divisons les deux membres par (x — «)", et remar- 
quons enfin que R se ré-duira à une fonrlion «litière de x^ 
1-’ (x) : on aura 

a ' ' * 

‘■’W _ F (.r i 

(j: — n;°'/(jr') 

' A * A| Aj 


(x- 


(x — n) (x — a) 


K-, 

■r—ft 


d’où il suit que la partie du développement de 
est relative à la racine a, sera 
A A, 


F(î). 

/W’ 


qui 


(x — a)* (x — a)* 


. . . -t- -■'i— 1 


On pourrait déterminer ainsi, indépendamment les unes 
des autres , les parties du développement qui se rapportent 
aux diverses racines, mais il sera plus simplé d’appliquer 

F fx) 

la même méthode à la fraction . ^ qui complète les . 

/i(-ii) 

termes déjà trouvés; on obtiendra ainsi les, termes qui se- : 
rapportent à une seconde racine, et une troisième frac- 
tion sur laquelle on continuera l’opération. 

La méthode précédente a surtout l’avantage de faire 
connaître l’expression algébrique des coellicients du déve- 
loppement: Enellct, la division des polynômes F(rt-f-/j) 
et J'i (rt’-f- /<), que nous avons e(1i-ctiiée, dans le but d’ob- 
' tenir les eoeffH’ienls A,, A^, . . . , A^, revient évidemment 


v- 


Digilized by Google 



SlXItME I.EÇO^. • * 71 

à ilévolopper la ibiiclion <‘n série ordonnée sui- 

vaut les puissances croissantes de /t, et comme une fonc- 
tion n'est développable que d’une seifte manièrtî en une 
série de cette espèce, on oltiiendra le même résultat en 
faisant usage de la formule de Maclaurin. Si donc on pose 

F{.r) , ' . 

/F, 


= ,{« + «) i ,(„ 1 + 4 J. . . 

U[n -i- h) ■ ' T ' < , ,..a - ■ : 


1.2. 


+ /< a,, 


<•11 désignant par h”' R, le reste de la série ; ici Ri est 
une fonction rationnelle de h qui n’est point inlinie pour 

J ■ ' 1 1 ^ —F 

ft = O, et , par conséquent, cette valeur de 
identique à celle trouvée précédemment. On aura donc 

o" {a 

A = cf(n), A, = ç(n), Aj , . . ■ , 

A =: ^ > ' 

' I . 2 ... (a — I) 

fl’où résulte ce théorème général. 

'l’iiÉonÈ.ME.- — Si l’On a 

/{x) = (æ — af(x — bf,...,{x~cŸ, 

que F(a^) désigne une fonction entière de x., dont le 
quotient par f{x) soit E(x), et que l’on fasse, pour 
abréger, 

^{x) = {.r- nf (x) = (x - A)® 
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on aura le développement suivant pour la J'raction ra- 
tionnelle : 

/(^) 


fl-r) 


= K(x) 


1 1 


f (") + 



. , .et 

(x — a) 

-f 1 

(x — «) 
f(é) 

/ « 

— a) 

1 ' 1 

- 

1 

■ — i)(x — ai 

i>^-'{b) 

f 

(x-è) 

(x — b) ■ 

I.2.tx— 6)®”'-' 

r.2...(6 — i)'x — b 


a'(r) 

rr'' le) 



-f -t- 

{x — cY~ ' 

, 

I . 2 ' X — C) ' 

. 1 

1,2. ..(y — l^(x — c) 


l.a tlirui'iequi vienl cl’ètre exposée subsiste entièremeiil 
si quelques-unes /les l aeines de / (x) = o sont îmagi- r '' 

iiaircs , mais le dévelnppeimml alors compliqué 

d’imagiiiaiies. Ou a chercUé à iiiodilier, dans ce cas, la - . 
fonm^ de ce développement, de manière à ii’y introduire 
que des quantités réelles, cl on y est parvenu par une ■ 
méthode que nous exposei'ons dans la leçon suivante. 
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SEPTIÈME LEÇON. 

Développement particulier pour les fractions rationnelles dont le 
dénominateur a des facteurs linéaires imaginaires. — Conditions pour 
qu’une difi'érentielle rationnelle ait une intégrale algéb/iquc. — Déier- 
inination du terme général d’une série récurrente. 


Développement particulier pour les fractions ration- 
nelles dont le dénominateur a des facteurs linéaires 
imaginaires. 

La possibilité de ce nouveau développement résulte du 
théorème suivant : 

Théorème I . — Si px + q est le produit de deux 
facteurs imaginaires conjugués du polynôme réel f{x), ' 
H la plus haute puissance de ce trinôme qui divise f(x), 
en sorte qu’on ait 

/(r) = (■/)"/ (x) , 

F fx)- 

la fraction réelle et rationnelle pourra se décompo- . 
ser en deux parties, de la manière suivante ■: ' . 

F(x) _' Px-f- Q . F, (x) ^ 

/{f ~ (■*■’ •+■ ■+■ '/Y (x’ -hy;x + '/Y~'f> (■*■) . . 

*■ • 

P et Q étant des constantes réelles ; et F i {x) un poly- 
nôme réel. • ; , 

On a identiqiieonml 

F(x) 1* {-r) ■ . 

f[x)~ px .. . 

— Q , F(x) — (P J -HQ)/ ; (x) ^ , 

+ '/)" (a'’ + /.«X 7)"./;(x} ’ , 
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tît l’on p«îul délermincr P cl Q de manière que le numé- 
rateur de la deuximne partie du second memlu-e soit di- 
visible par X* -h px -I- q, c’est-à-dire (le manière que ce 
uurnéi-ateur s'annule en remplaçant x par chacune des 
racines de l’équation 

x’ -(- px -1-7 =0. 


Soient h-\-k \! — i et h — h\J — 1 ces deux racines, cl 
{K)Sons 


f(/;±AV'— i) — [p(A±:X \j— i)-+-Q]yi(/i±X v'^) = O, 

V 

on tirera de là 

P {h ± X \f^) + Q = = M ± N s/— I , 

ji [/i ± iq — i) 

M et N étant des quantités réelles dont les valeurs sont 
finies et déterminées, puisque, par hypothèse, f\{x) 
n’est pas divisible par x''-^px-hq. L’équation précé- 
dente se décompose dans les deux suivantes, 

PA H- Q = M , PX = N , 


qui donnent pour P et Q , ces deux valeurs réelles et 
finies, 



Les valeurs de P et Q étant ainsi déterminées , nous po- 
serons 


F(x)-(Px + Q)/(x) 


F,(.r), 


x’ -I- px -+■ q 

F, (.r) désignant un polynôme réel, et, par suite, on aura 


_F(x)_ Px-f-Q F, (x) ^ 

(x’- 4 -/)x -|-7)"yi(x) ~ (x’H-/j.r + 7)" (x’-f-y>x-t-7)""' XI, (j^)’ 

< c qu’il fallait démontrer. 

t» 
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Corollaire. — On voit, par là, tjue la fraction ration- 
nelle pourra sc décomposer de la manière suivante : 

F (x) Px -t- Q P|X -t- Qi 

/(x) (x’ H- /IX -t- ç)" (x’-i-px-l- ly)"-' 

_ P„,ix + Q„_i F„(x) 

x’ H-/IX -f- <■/ /,{i:j 

P, Q, P,, Qi , etc., désignant des constantes réelles, et 
F„(x) un polynôme réel aussi. Et en combinant le tliéo- - 
rème précédent avec le théorème analogue démontré dans 
la dernière leçon, on obtient celui-ci : 

Théorème II. — Si l'on décomposé le polynôme f{jxi) 
en j'ncteiirs réels du premier et du second degré, en sorte 
qu 'on ait ' • 

/(x) = (x — rt)* (x — bf^ . . (x — c)'^(x’-|- /)x-(- f/)". . . (x=-t- rx-t- .v)™. 


on pourra développer la fraction rationnelle 
manière suivante : 


/w 


de la • ■ 


F(x) 




f{x) 



{x—cf (x— r)^' 


Px 


{x-+px -H 7/ 
Rx -h S 




P (X -t- Q I 

(x’ -+- px-t-ç)"" 

R 1 X S( 




P„ -i.r-HQ„_; 
x’ -T ]>x-yq 

IV/n I X~t— Sfli I 


x’ 4- rx 4- s 


(x ’ 4- rx 4- .f )" (x ' 4- rx 4- 

E(x) désignant une partie entière qui peut être nulle, et 

A , A „ . C , C„ . . . , P, Q , l’i , Q R , S, R , , S„ . . . , 

des constantes réelles. 
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'rnÉoKÈME lll. — Une fraction rntioiuieHc n’est dé- 
composahle (/ue d’ une seule manière en fractions simples 
lie In forme <iuon vient de considérer. 

Soient deux développements d’une même l'raetion ra- 
tionnelle. Ou démontrera, comme, nous l’avons fait dans 
la leçott précédente, l’égalité des liactions simples qui 
correspondent aux f’aclqurs du premier degré dü dénomi- 
nateur, et quant à celle des fractions simples qui corres- 
pondent aux facteurs du second degré, elle se démontre 
d’une manière analogue, comme nous allons voir. Soient 

_ le terme dont le dénominateur' contient la 

-+- p r ■+■ {/)“ 

-plus haute puissance de x' -\-px-é-<] dans le premierv 
V'.t Q' 

développement, et ; r--,, le terme analogue dans 

le second. Je dis d’abord <jue //' = n. Supposons, en 
ert’et , que cela ne .soit pas , et que n f> n' : de l’égalité qui 
a lieu entre les deux développements, tirons la valeur de 
P.r -f- Q 

(x' ' 


— ; cette valeur sera exprimée i)ar une somme 
■p.r + i/)-' ‘ ' 

de quantités dont aucune n’a en dénominateur une puis- 

sant'G de .r*'-t- px-\~if .supérieure à n — i . En réduisant 

donc toutes ces quantités au même dénominateur, on aura 

une égalité de la form’e 


P.r -f- Q 


(.1-' +- p.r -I- i/Y 


^ ÿW 

(.r’ + p.r </)"-' (x) ’ 


P.r -+• Q = f + px t- q) î 




? w 


'^(x) et désignant des polynômes, dont le second 

•^(.r) n’est pas divisible par x‘‘-hpx-\-q. Or l’égalité 
précédente est impossible; car, aiitrement, l’équation 
l*.f -t-Q= O devrait admettre les deux racinc,s de l’équation 
x‘ -+- p.r -+-<7 = 0, ce (jui ne peut arriver, à moins que P 
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■et Q ne soient mils en 'même temps, contrairement à l’hy- 
pothèse.,Ün ne peut donc supposer n^n' ni n"^it , pour 
une raison semblable ; par conséquent , on a n'= n. 

Je dis maintenant que l’on a aussi P'=P, 
Reprenons, en eflet, l’égalité qui a lieu par hypothèse 
entre les deux développements, mettons dans un même 

Pa; + Q ’ P'xH- Q' 


membre les deux termes , 

(x’ - 


et;— - 1 

/)X -I- (jr)" (x’ -t- px + qj" 


et dans le second membre tous les autres termes, dont 
les dénominateurs ne contiendront aucune puissance de 
X* + px 4- q supérieure à la [n — i ; réduisant donc _ 
tous CCS derniers termes au même dénominateur, on aura . 
une égalité de cette forme 

(P-P')-^+.(Q-Q')_ ?(■') 


(x’ ■+■ px -4- qY 


{pc‘ 4- px ■ 


. -Kx'i’ 


(P — P'):c -h (Q — Q') = px 4- 7 ) -y 


q(x) 


•M-T)’ 


y(i') et '■{'(•f) désignant, comme précédemment, des poly- 
nômes dont le second n’est pas divisible par ,r® px 4- ij, 
et l’on fera voir aussi , comme plus haut , que cette éga- 
lité exige 

. P=P', Q=Q'. 

Il suit de là que dans nos deux développements , les termes 
qui contienneut en dénominateur la plus hante puissance 
d’un facteur du second degré sont égaux; eu supprimant 
ces deux termes, les deux restes auront encore, pour la 
même raison, deux termes égaux, et, <>n continuant 
ainsi, on voit que les deux développements proposés ne 
sont formés que de fractions simples égales cliacunc à 
chacune : il en résulte en même temps l’égalité des parties 
entières, s’il y en a. 

Méthode, de déco/npo.iition . — Roui- trouver le déve- 
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loppcnienl il une fraclion |■.■^liomll•ll^■ i “ii iléierini- 


liera la partie entière et les fractions ([ui correspomlent 
aux facteurs réels du pi'ciiiier degré du dénominateur, 
eoniine on l’a vu dans la leçon précédente. Quant aux 
fractions qui correspondent aux facteurs réels du second 
degré, on pourra lesdéterniiner su«cesslvement par le pro- 
cédé même qui nous a servi à démontrer le théorème I. 
On pourra aussi faire usage de la méthode des coefficients 
indéterminés. 

Dans le cas où les racines imaginaires de l'équation 
f{.r) — O sont toutes inégales, on peut déduire le nou- 


f (j!\ 

veau développement de la fraction rationnelle de 

celui qui a été établi dans la cinquième leçon. Soient, 
en elfet, h -h ^ — i et h — A \ — i deux racines sim- 
ples imaginaires et conjuguées de l’équation J’{x) = o; le 

développement de la fraction contiendra , comme on 
l’a vu dans la cinquième leçon , les deux termes suivants : 


F(A - 4 - A y' — ij _ 1 

Z’ A -H A y' — I j X — h — K \j~~- i 
-■ .. F(/i — A y — I ; I 

f{h — A y — I ) .r — A + A i 

La somme de ces deux" termes est de la forme 

P + Q V I P-Qy/^ _ 

,r — A — /■ \! — I X — A -I- A y' — i . 


ou, en réduisant les deux fractions au même dénomina- 
teur, de la forme 

Px + Q 


Digitizgd .by ^oogle 



V 


‘‘ ; 





•J 

* V 




i 

'•K 
é’ V 


.j 


, ; ■■ ' ..• ' ■•.' - •. •• .' ,<v^ 

■ SEPTIEME I.EÇO^ . ■ ,/ 

d’où il suit que la traction ~ — “^ynjTT^’ ^ •' 

gnenl des constantes réelles, pourra remplacer, dans le ' 

fW' ' • • ' 

développement de , les deux fractions simplcs'cor- 
respondantes aux racines /t ± /r — i. 

-‘H 

Conditions pour que V intèq’rale d’une digèrent telle 
rationnelle soit algébrique. 


'••va 


L’une des applications les plus importantes de la ^ • '’-.'v’vl 

théorie qui vient d’être exposée, est rintégralion des dit- 
férenticllcs rationnelles. JNous n’avons point à nous oc- ‘ 
cuper ici des détails de celte intégration, et nous nous 
bornerons -à donner les conditions pour qu’une dillércn- f -* ^ 
ticlle rationnelle ail une intégrale algébrique. - • ' . 

Soit une diHéreulielle râtionuellc ‘ 




F(^) 


f/or. 


;• .v V. ‘ - 




-Cl 


■f{x) = (x — «)“ (x — bf , . .\x — C]\ ■ ■ ■ 

fl c étant des quantités réelles ou imaginaires; 

sous la forme 


on mettra la fraction 


AA 




■ -H •'* 


F(x) 


■ .) 


m 


= E(x) 


+ 


A, 






(x — a) — «} 

B B, 


X — ft 

B- 


w. 

• 




;V; 


(x — b)^ ‘ (j: — ' 


rt-. • 


— I 


s ^ 


— b 


^7' 


c,- 


f 

r.'- 




S-.. 




X — c 


. -• .i» • 


-• VT. 1 V 


.f... 


'•i. ■ 


,'^v ^ 


'r*‘ê' 


r: ■- •■-'V • -r -.H''-:-' d. ~ - ^ •. 

■ V'rV: ■ : ••■.■ '• •v‘>r.V» ■' 

.■■ . >. '.y ‘ir^. ■:' ■ SX - ;- 
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K r) 

Pour avoir l'inlégralc île i/.r; il faut nnilliplier par 

clx chaque ternie de celle valeur de y^,cl intégrer 

tous les résultats. Or les seuls parmi ces résultats dont 
rinlégrale léesl pas algébrique sont ceux qui ont pour 
dénominateur la première puissance de l'un des bitidmes 
,r — rt , X — , etc. V 

On a en cfiTct, si a' n’est pas égal à i. 

A dx A 


h 


■») 


constante, 


et, SI « = 1, 


i 


A dx 


= A log {x — O) 4- (s)nstante. 


¥{x) 


Donc, pour que y^dx ail luic intégrale algébrique, il 
faut et il sullît que, dans le développement de en 

• /W 

fractions simples , il n'y ait aucun terme dont ledénomir 
naleur soit du premier degré, c’est-à-dire que l’on ait 

hs_i = o,.. , 

Cela exige d’abord que le polynôme f{x) ne conlienno 
aucun facteur linéaire simple. 

Nous avons vu, dans la leçon précédente, qu’en posant 

^{x) = {x — n) -j^y: = » 

F fx'' ■ ' • - 


on a 

A„ 


(x — c/ — 


.2...(a-l)’ 

c._ 


B. 


_1 -■ 


.2... (g-l)’" 


T-/-> 


(‘•) 


I 2.... (y 


■J)’ 


D itized by Google 


SKPTIKME LE(^:OK. 


les comlitions pour que C fix soit algébrique s( 

.J 


7 " '(f7) = o, -;/® *{ 6 ) = o,. o>' '(<■)= O, 

quelles que soient les quantités a, b,. . c, réelles ou 
imaginaires. 

Ces conditions sont en même nombre que les racines 
«, A,. . c; mais si le degré de F(x) est inférieur de 
deux unités au moins à celui de f{x), l’une d’elles sera 
comprise dans les autres. Désignons, en eflct, par m le 
degré de f{x), et supposons que F (j:) soit au plus du 
degré m — 2; la partie entière E(jr) du développement 
F(x) 

de sera nulle, et, si l’on réduit au même dénomi- 

/w 

nateur toutes les fractions de ce développement, pour 1<îs 

ajouter et recomposer la fraction ’ ”” voit, sans 

peine, que le numérateur de la fraction ainsi obtenue 
contiendra x"‘~' avec le coefficient 


Ce coefficient doit être nul, puisque F (j") est du degré 
m — 2 au plus; on a donc 


1.2... (a — i) 1.2... (6 — i) 


.2... (7 — 1) 


et, par conséquent, l’une des conditions pour que 
J^yj^ r/.r soit algébrique rentrera dans les autres. 

L'équation précédente comprend, comme cas particu- 
lier, une formule démontrée dans la cinquième leçon, et 
sur laquelle nous avons eu occasion de nous appuyer. 

J’indiquerai une seconde application importante de la 

r> 
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théorie des iVaetioiis ralionnelles : elle est relative à la 
théorie des séries récurrentes. 

Délemiinalion fin tenue général d'une séné récurrente . 

Lorsqu’on divise deux polynômes 1’ {x) et f (,r) ordonnés 
par rapport aux puissances croissantes de .r, et que l'o- 
pération ne se termine pas , le quotient forme une série 
dite récurrente , que l’on obtiendrait aussi en développant 
F''x) 

la fonction 7 ., y en série, par la formule de Maclaurin , 

/M 

ou par tout autre moyen; car on sait (pi’nne fonction 
n’est développable (jue d’une seule manière en séi io or- 
donnée suivant les puissances de la variable. 

Voici le moyen le plus aisé , en général , de former cette 


Décomposons la fraction en fractions simples, en 
adoptant le développement de la leçon précédente, et soit 






ce développement. 11 n’y a plus maintenant t|u'à déve-, 
lopper en série, par la formule du binôme, chacune des 

fractions simples ■ ■ , ou A(.r — n) . On a ainsi 


— {—a) 


--V 

n I 


3. X afa -t-l) x’ 

I -I 1 — -f- . . . 

I fl 1.2 fl’ 

a(a -t-i). . .(a -f- fl — i) x" 


et si p„ désigne le coellicient de ,r" dans E(.r), le terme 
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générai du développement de en série sera 

—-T^rèTTT , — ;^j- 

Dans le cas particulier où les racines a , etc., de f(x) — o 

• 1 * F(") t 

sont toutes simples, on a a = i et A = v le terme 
■ / («) ' 
général se réduit à 

V '“'H 1 

Ainsi la série récurrente dans laquelle se développe la 

fraction peut s’obtenir par l’addition de plusieurs sé- 

/(x) * 

ries provenant des développements de diverses puissances 

négatives et entières des binômes a — a:, b — ar, etc. 

D’ailleurs ces séries sont convergentes pour toutes les 

valeurs de x dont le module est inférieur au plus petit des 

modules des quantités n,b, etc. ; d’où résulte ce théorème : 

Théorème. — Une série prownant du développement 

d'une fonction rationnelle est convergente pour 

toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x dont le 
module est inférieur au plus petit module des racines de 
l’équation f (a:) = o . 

Ce théorème a été généralisé par M. Cauchy et étendu 
à toutes les fonctions ; on trouvera tous les développe- 
ments que comporte cette importante question dans les 
Exercices de Mathématiques de M. Cauchy et dans le 
Journal de Mathématiques de M. Liouville. 

Nous terminerons cette leçon par une application d(; la 
méthode qui vient d'ètrc indiquée. 

Faemple. — Pioposous-nous de former la série réeur- 
* ' • ■ , ' ■ (). ■ 


" .Ml.-. : : . t “de 
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renie dans laijuelle se développe la i'onetioii 

ÿ(x) = 1 

I — T .r eos w -H a:' 

où P, Q Cl '>) désigiieiil des eoiislantes données. 

Déeoniposanl celte fi’acliou en fraelions simples, «a 
employant, pour abréger récriture, la iiotatiou usuelle 
des exponentielles imaginaires, savoir, 

, . 

e =cosw±V — isinoi, 


<j.(x)= ■ 




— W — I 

i — xr 


A et R étant des constantes qui ont respectivement pour 
valeu rs 

A — J ; , Il 

asinwy — • asmuy — i 

Développant en série chacune des parties de 'p(.r), ou 
trouve 

, , . V' " HwJ— I _ V' " — -I 

y(x)= A > X c’ — B7XC ’ , 

ou, en remplaçant A et B par leurs valeurs, 

, + Q ) _ (p/ v' T 


Ÿ 


w=2:' 


2 sin w y* — ' 

En rcraettaut à la place des exponentielles imaginai i-e.s 
leurs valeurs, on a, toutes réductions faites, 

P -1- Qx ^ P sin (n + i ) m + Q sin /lo 

r — axcosw-l-x' ^ sinra 

Le terme général du développement est doue 

( 


„ sin(« -t- I )ûi „ sin nr,,\ 

P .1 . + Q __ j 


sm w 


sinw 


Digitized by Google 



HVITIKME LEÇOW. 


85 


HUITIÈME LEÇON. 

Des functions symétriques et rationnelles des solutions communes à deux 
ou plusieurs équations. — Extension de la incthode d’élimination par 
les t'onctions symétriques,- au cas d’un nombre quelconque d’équations. 

> — Théorème de Bezout sur le deyré de l'équalion finale. — Méthode 
de Tschirnaüs, pour faire disparaître autant de termes que l’on veut 
d’une équation. — Application au tnfisième et au quatrième degré. 


INous avons exposé clans la iroisièine leçon une me- 
ihode fondée sur la théorie des fonctions symétriques , 
pour l’élimination d’une ineomiue entre deux équations, 
et nous en avons déduit cjue le degré de réejuation fînale 
est, au plus, égal au produit des degrés des deux équa- 
tions données. Ilezout a généralisé cette proposition en 
démontrant que le degré de Vèquation Jinale résidlanf 
tic Véliniination de k — i inconnues entre k équations est , 
au plus, égal au produit des degrés, de ces équations ■ 
Pour établir ce théorème, nous suivrons la marche indi- 
quée par Poisson dans le onzième cahier du Journal de 
l’École Polytechnique. JNous commencerons par éteudre 
au cas d’un nombre quelconque d’équations la méthode 
d’élimination par les fonctions symétriques, précédem- 
ment exposée pour le cas de deux équations seulement. 
Cette extension repose sur la considération des fonctions 
symétriques des solutions communes à plusieurs équa- 
tions, dont nous allons d’abord nous occuper. 

Pour éviter les difficultés que peuvent présenter quel- 
ques cas particuliers, je préviens, une fois pour toutes, 
que; nmi.s raisonnerons toujours, dans cetlc leçon, sur des 
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équations générales dont les coellicienls demeurent indé- 
terminés. 

Toutes les conséquences auxtjuelles nous serons con- 
duit, auront lieu en général, si l’on attribue aux coeffi- 
cients des valeurs déterminées ; mais nos raisonnements 
pourront être en défaut dans quelques cas particuliers. 

Dex Jonctions syinctiiqucs des solutions communes à 
deux ou plusieurs équations. 

Cas de deux équations. — Soient deux é<[uations 
f{x,x)z=0, F(x, /)::=0, 
entre les deux inconnues .r et r , et 

(•c.ri), ix„x„ 

les couples de solutions communes à ces deux équations. 
On nomme Jonctions symétriques de ces solutions com- 
munes toute fonction qui ne change pas de valeur, quand 
on y permute les groupes (x, j',), (Xî_y,), etc., les uns 
dans les autres; mais nous considérerons seulement les 
fonctions symétriques rationnelles. Une fonction de cette 
espèce , de même que les fonctions syméti iques des racines 
d’une équation à une inconnue , est exprimable rationnel- 
lement par les coefficients des équations proposées. 

Par un raisonnement tout semblable à celui que nous 
avons fait sur les fonctions symétriques des racines d’une 
équation , on fera voir que la détermination d’une fonction 
rationnelle et symétrique des solutions (.r, y,), (xj^j), etc. , 
se ramène à celjp de fonctions symétriques entières, homo- 
gènes, et dont les différents termes se déduisent les uns des 
autres, en changeant les indices des lettres x et y, mais 
sans changer leurs exposants. Les fondions symélri(|ue.s 
auxquelles oît est ainsi ramené seroi\l dites simples ou du 
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premier ordre, doubles ou du deuxième ordre , etc. , sui- 
vant que chacun de leurs termes contiendra les lettres 
d’un , de deux, ete., groupes (.r^i (x, j'j), etc. La forme 

, generale des fonctions simples sera 




<y\- 


rl- V» .. 


P ou </ pouvant être nul. iNous représenterons une pa- 
reille fonction par La forme des fonctions dou- 

bles sera 


iVous la représenterons par^j:^ .r^ j'f, et ainsi de 
suite. '■ 

Waring est le premier qui ait considéré les fonctions 
symétriques de cette espèce. 11 a indiqué, dans ses Médi- 
tât iones algehraicœ , un moyen qui s’ofl’re naturellemen t , 
mais qui est presque impraticable, pour calculer la fonc- ' 

lion simple Ce moyen consiste à éliminer .r et y 

entre les équations proposées et l’équation 


l’équation finale en t ayant pour racines 


< X'[^ 


P ' 

•r; y: 


x' y , 

n •x n 


la fonction simple y ’ sera égale au coefficient du 

.second terme pris en signe eontraire. Sans insister sur 
les inconvénients que présente un pareil procédé, nous 
exposerons immédiatement la méthode imaginée par 
l'oisson. 

Désignons par t une nouvelle vaiiahle, par <x une in- 


j 

«I 

3 
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déterminée, et posons 

^ = X + str, d’oii æ z= t — a.]r', 

en snbslituant celte valeur de x dans les équations pi’o- 
posées, celles-ci deviennent 

/('— a.v. r) = o. t’(t — «r. r) = «. 

et, en éliminant^, on aura une équation llnale en / 

— O, , 

qui contient dans ses dillérenls termes l’indélerminéiî et. 
Cette équation en t aura pour racines 

+ «/. J •*! + «-y 7 ,■■■ , X, -f- a/„ , 

et sera, par conséquent, du degré ii. D’ailleurs la somme 
des puissances semblables de degré [x des racines de l’é- 
quation en t peut s’exprimer rationnellement (première 
leçon) par les coefficients de celte équation, c’est-à-dire 
en fonction de a et des coefficients des équations proposées. 
On aura donc 


(x, ■+- ajr,f -t- (x, 4- -H (x„ -4- a/,)'' 

= A, 4- A, a 4- A, a’ 4- ... , 


OÙ Ao, Al, etc., désignent des quantités connues cl expri- 
mées rationnellement par les coefficients des équations 
proposées. Cette équation ayant lieu quelle que soit a, 
les coefficients des mêmes puissances de a doivent être 
égaux dans les deux membres; d’où résulte cette suite 
d’égalités ; 


xf -Kxf4-...4-x; 

— — Afl y 




— ■ Al , 


, ,U— 2 

^ y ] 

l=A„ 
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qui feront connaître les fonctions simples j-’ de degré 

Le calcul des fonctions doubles, triples, etc., se fait de 
la môme manière que pour les fonctions symétriques or- 
dinaires. Par exemple, pour avoir la fonction double 

, on multipliera ensemble les deux fonc- 
tions simples ^ .r^ et ^ x^ î le produit se compo- 
sera de la fonction simple ^xj’’*''’ et de la fonction 


double qu’on veut trouver. On aura donc 


Kvr- 


S + t' 


Seulement, il faudrait ne prendre que la moitié de cette 
valeur, si l’on avait à la fois /j’ = /f, <]' ~ <]. 

Les fonctions triples, etc., se calculeront d’une ma- 
nière analogue. .. 

Ce qui précède suffit pour établir, comme nous l’avions 
annoncé, que les fonctions symétriques et rationnelles des 
solutions communes à deux équations peuvent s’exprimer 
rationnellement par les coefficients de ces équations, et 
l’on voit que leur détermination n’exige que l’élimination 
d’une inconnue entre deux équations. 

Cas d'un nomhre quelconque d’équations. — La même 
méthode s’applique h un nombre quelconque d’équa- 
tions. Supposons qu’il s’agisse de trois équations à trois 

inconnues 

\ 

/(x, 7, 2)=o, F(x, 7, 2) = o, -^(x, r, ï) = 0. 


et soient 

(x,,7,, 3,), - (x,, 7,, Ï,), . . . , (.r„,7„,3„) 

les groupes de solutions communes à.ecs Mois équations. . 
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Conservant la classification que nous avons adoptée des 
diverses fonctions symétriques, la forme générale des 
fonctions simples sera 


r-P J J. T-f v’ -4- 

•r, J , 3, + - 1 -- 


P q r 

• V' Z 

n n n 


relie des fonctions doubles sera 



et ainsi de suite. Et c’est à la détermination des pre- 
mières que se ramène celle de la fonction symétrique et 
rationnelle la plus compliquée. 

Désignant par l une nouvelle variable, par ar et S deux 
indéterminées, nous poserons 

e — x + ajr-i-Sz, d’où X = t — af — 6 z/ 

.\yaiit substitué cette valeur de x dans les équations pro- 
posées, nous éliminerons y (“t z; nous obtiendrons ainsi 
une équation finale en /, 

[t, a, Ç) = o, 

contenant les indéterminées a et c, et dont les raeine.s 
sei'ont 

X, + ar, -I- , X, -t- a/, 6z,, . . . , x„ 4- ai„ -(- Sz„. 

J. a somme des puissances ix de ces racines pourra s’expri- 
mer rationnellement par les coefficients de l’équation en /, 
c’est-.à-dire en fonction des indéterminées a et o, et des 
coefficients des équations proposées. Ou aura ainsi une 
éijualioii de la forme 

V(x, + *4,4- 


où le coefficient A,,,,, désigne généralement une quantité 
connue. I.t; signe S du premier membre s étend aux /? 
racines de r<'H(ualion en /, eeliii du sei-ond membre à 


Digitized by Google 




HtlTIEME LE<,;OJV. yi 

toutes les val<;ui s de q et de r, telles que 
q-\-r~ ou 

En posant p=p — q — /•, et égalant les coefficients de 
a'' d’' dans les deux membres, on aura 


1 . 2 . 3. . . I 


{1.2. . .p){\ 2. . .7) {. .2. . .r) 


ri = 


c’est la formule qui fera connaitre les fonctions simples. 

Pour former les fonctions doubles, triples, etc., on ' 
procédera comme dans le cas de deux équations. La forme 
du calcul est la meme, et l’on voit qu’en général les 
fonctions symétriques et rationnelles des solutions com- 
munes à plusieurs équations s’exprimeront toujours ra- 
tionnellement par les coeflicients de ces équations. 

Remarque. La détermination des fonctions symétri- 
ques des solutions communes à trois équations exige l’é- 
limination de deux inconnues entre trois équations, et 
généralement la détermination des fonctions symétriques 
lies solutions cominuues'.à /{ équations exige l’élimination 
de A — I inconnues entre A équations. 


Extension de la méthode d'élùninalion par les fonctions 
symctrüiiies, an cas d’un nombre quelconque d'é.qiui-- 
tions. 


La méthode que nous allons exposer, d’après Poisson , 
donne le moyen d’éliminer A — i inconnues entre A équa- 
tions, lorsqu’on sait éliminer A — 2 inconnues entri;A — 1 
équations, et , par conséquent , ramène tous les cas, eu der- 
nière analyse, à rélimination d’une inconnue entre deux 
équations. 

Pour (ixer les idées , nous considérerons quatre équa- 
lioiis seulement, entre (|uatr(' ou un plus grand noinbia- 
d ineonmies^ mais nn \errasans peine (pie nolie raison- 
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nomenl t-sl général et s’appliquerait sans niodifîcation au 
cas d’un nombre quelconque d’équations. 

Soient doue les quatre équations 

f{^, y, ?, = O, 

r. 

/; Z, U,.. .} = O, 


entre quatre ou un plus grand nombre d'inconnues x, j , 
Z, M, etc., et proposons-nous d’éliminer trois inconnues, 
X, Z par exemple, entre ces quatre équations. 


Considérons 

en particulier les tiois premières des 

équations (i), 

• 

j 

I .t a I • • • ) ~ > 

(2) 

F(x, Z, «, . . .) = 0, 

( 

T {x, y, Z, K, . . .)= 0, 

et , regardant .r. 

y, Z comme fonctions des autres varia- 


blés U, etc., désignons par 

ï 1 ^0 ) (*^3j .Ta > " 3 ) ï * • {‘Z'h , y » , 

les n systèmes de solutions communes aux équations (a). 

Cela jKisé, remplaçons (.f, y, z), dans la quatrième 

des «kjuations (1), successivemeul par chacun de ces n 

systèmes, et désignons par V le jiroduit des résultats ainsi 

obtenus j en sorte qu’on ait 

> \ 

(3) V = 4'(j.-„y',,3„ «,...) r„ a,., «,.. .) ; 

l'cqualion , ' . 

( 4 ; ' V = o 

sera l’équation finale résultant de l'élimination de x.. y 
et Z entre les é(|uations (1), car celte éipiation ( 4 ) exprime 
la condition nécessaire et suffisante poiii que les équa- 
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lions (i) adnioUenl un système de solutions coininnncs 
|M)ur.r, r e‘t z. D’ailleurs V est une fonclioii symétrique 
et (mtière des solutions communes aux équations ( 2 ) ; 
on pourra donc l’exprimer rationnellement par les quan- 
tités indépendantes de x, y, z qui entrent dans les équa- 
tions (i). Pour cela, désignant, comme précédeminent , 
par / une nouvelle variable, par a et S deux paramètres 
indéterminés, nous poserons 

t = .V <xr Sz, d’où X ■= t — ny — 6z; 

en substituant cette valeur de Jt; dans les équations ( 2 ), on 
aura les trois suivantes ; 

/ fit — av — §z, y, Z, = O, 

(5) } V(l — oty — ^z, y, Z, U,. . .) = O, 

\ — <zy~Sz, y, Z, U, . . .)=o, 

entre lesquelles il faudra éliminer j' et z. C’est donc à 
l'éliminatiou de deux inconnues entre trois équations que 
notis ramenojis rélimination de trois inconnues entre 
quatre équations. L’équation finale en t qui résulte de 
l'élimination de y et s entre les équations (5) aura pour 
racines 

•r, -t- -t- , X, -t- xy, Çz: , . . . , x„ -t- ay„ -4- <îz„ , 

et sera , par eonséquent, du degré //. Supposons-la formée, 
et ordonnons-la par rapport à ï; elle sera 

(G) t" y-p, t“-' + p,C'-'‘ . .-h p,^, t y- p,— o, 

/>,, Pi, etc., étant des fonctions rationnelles de «, etc., 
qui contiennent aussi les paramètres u et S. Cette équa- 
tion (6) stu’vira, comme nous l’avons vu prcecdeminent , 
à calculer les diverses fonctions symétrirpies des solutions 
eommnnes aux équations ( 2 ), dont rexpiTssion, de \ est 
eompos<'e, et b* problème sera enfin résolu. 


1)4 iu:iriLME l.E<,:oN. 

Celle méthode eoïKluiraii, dans les aj>pliralions , à des 
ealculs d’une longueur lebulante; mais l’objel principal 
^ <[ue uous avons en vue est d’on déduire le tliéorème de ’ 
lîezout, relatif au degré de l’équation finale. 

Théorème de Bezoïit sur le degré de l'équation Jinale. 

D’après ce qui précède, n étant le nombre des solu- 
tions communes (x,_rî z') aux équations (a), on obtiendra 
une équation finale du même degré n en éliminant deux 
inconnues quelconques entre les équations (a). Cela est 
d’ailleurs évident à priori ; car, à cause de la généralité 
que nous supposons aux équations, tout est semblable 
par rapport à x, z, h, etc. Toutefois il est important 
de faire cette remarque, parce que le contraire pourrait 
avoir lieu si l'on attribuait aux cocilicicnts des valeurs 
particulières. 

Lëmme. — Si n désigne le degré de V équation finale 
résultant de l’élimination- de deux inconnues entre les 
trois premières des liquations (i),etm le degré de la qua- 
trième équation (i), le degré de l’équation finale résul- 
tant de V élimination de trois inconnues entre les quatre 
équations (i) est au plus égal à mn. 

■ L’équalion (6), qui résulte de l’élimination de j et s - 
entre les étjuations (5), étant du degré n, les coefficients 
/'n cle -5 seront des fonctions entières de u, etc., dont 
la première sera au plus du premier degré, la deuxième 
du second , etc. Cela posé, la somme des puissances sem- 
blables de degré a des racines de l’équation (6] , c’est-à- 

<lirc ^(.r, -4- ST)', -I- s’exprimera sous forme en- 
tière, en fonction des coefficients />,, p,, etc.., par une 
formule qui sera au plus du degré p. par rapport à u, etc. 

( l’oir première Ict-oti) ; donc, une fonction s\ii*étricpie 
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simple , telle que '^x'' j'[ , de degré p f/ r = y. , 

s’exprimera par une formule qui sera elle-même au plus 
de ce degré p. , par rapport à u, etc. Il résulte de là, et 
• du mode général suivant lequel les fonctions symétriques 
et entières les plus compliquées se forment à l’aide des 
fonctions simples, que toute fonction symétrique et entière 
de degré fx des solutions communes , z,), etc., aux 

équations ( 2 ), s’exprimera par une formule entière qui 
sera au plus du degré u par rapport à », etc. Or les 
différents termes de l’expression de V, donnée par l’équa- 
,tion (3), sont le produit de puissances de », etc., dont 
les exposants ont une somme mn — p inférieure à mn , 
par une fonction symétrique entière de degré p des solu- 
tions communes (x, ,‘t^, , z,), etc., aux équations ( 2 ). 
Donc enfin , cliacune de ces parties de V s’exprimera pai- 
une formule au plus du degré mn par rapporta », etc., 
et , par suite , l'équation V = o sera au plus du degré mn . 

Remauql'e. — On pourrait faire à la démonstration 
précédente l’objection que voici : Le raisonnement suppose 
que les coefficients p,, p, , etc., sont entiers par rapport 
aux variables », etc., ou, en d’autres termes, que l’équa- 
tion (6), qui est du degré n par rapport à chacune des 
variables t, », etc., soit de ce même degré par rapport 
à toutes les variables. Or cela n’est pas tout à fait évident, 
quoique les équations (i) ou (5) soient supposées chacune 
la plus générale de son degré. Voici, ce me semble, la ma- 
nière la plus simple de lever cette objection. Si quelques- 
uns des coefficients p, , Pi, etc., étaient fractionnaires, 
quelques-unes des racines t de l’équation (6) deviendraient 
infinies pour certaines valeurs finies des variables », etc. 
Or je dis que cela ne peut avoir lieu, tant qu’on laisse in- 
déterminés les coefficients des équations ( 2 ) ou (5), et il 
suffit évidemment , pour justifier cette assert ion, de citer un 
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_ cas où cela ne soit pas. Supposons qu’on (ionne aux coef- 
ficients des équations (5) des valeurs telles , que chacune, 
restant du même degré , se décompose en facteurs linéaires 
de la forme t ay hz eu + l \ on pouri'a ex- 
primer chacune des racines t de l’équalion finale relative 
à ces équations particulières, en fonction de h, etc., par 
les formules qui servent à la résolution des équations du 
premier degré; et ces valeurs de étant évidemment de la 
forme gu -y . . . ne pourront devenir infinies pour 
des valeurs finies de h, etc. 

On déduit aisément du lemme qui précède la démons- 
tration du théorème de Bezout. 

Théorème. — Le degré de l'équation finale résultant 
de ï élimination de k — i inconnues entre k équations 
est égal au produit des degiés de ces équations. 

Soient, en effet, 

les degrés de k équations. Le degré de l’équation ûnale ré- 
sultantdc l’élimination d’une inconnue entre lesdeuxpre- 
niières sera égal à w, , /«,, ainsi que nous l’avons établi dans 
la troisième leçon ; donc, d’après le lemme qui précède, 
si l’on élimine deux inconnues entre les trois premières, 
le degré de l’équation finale sera au plus m,m, Xwia, 
ou w, ntj/7t3;de même, si l’on élimine trois inconnues 
entre les quatre premières, le degré de l’équation finale 
sera au plus /n, z;/, //t., X m* ou m, m, nii,. Et l’on voit , 
en continuant ainsi, que le degré de l’équation finale 
résultant de l’élimination de k — i inconnues entre les k 
équations sera au plus égal au produit des degrés de ces 
équations. 

ün peut même ajouter que le degré de l'équation finale 
sera précisément égal à ce produit, si les équations pro- 
posées sont chacune la plus générah; de son degré, comme 
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nous l’avons supposé. On s’en assurera aisément en consi- 
dérant un système de k équations décomposables chacune 
en facteurs linéaires, ainsi que nous l’avons fait dans la 
troisième leçon, pour le cas de deux équations. 

Corollaire. — 11 résulte du théorème précédent et des 
développements exposés dans la quatrième leçon, que la 
résolution de plusieurs équations simultanées peut se ra- 
mener à la résoliition d’une seule équation dont le degré 
est généralement égal au produit des degrés des proposées. 

Mcthode (le Tschirnaüs, pour faire disparaître autant 
de termes que l’on veut d’une équation. 

Tschirnaüs a donné, dans les Actes de Leipsick pour 
i683, une méthode élégante, qui sert à faire disparaître 
d’une équation autant de termes que l’on veut. Cette mé- 
' ihode consiste à transformer l’équation proposée en une 
autre dont la racine soit une fonction rationnelle de celle 
de la propo.sée, ou, si l’on veut, une fonction entière de 
degré inférieur à celui de l’équation proposée , car c’est 
à cette forme que peut se ramener la fonction rationnelle 
la plus générale' (deuxième leçon). ' 

Soit 

(i) .r” a:"-' H- />, .r”-' -t-. .r = O 

une équation du degré m , et posons 

(i) ■ ^ fl, + rt, .r -)- rt, x’ Æ"-' -t- X", 

flo, rtii etc., désignant des indétertninécs , et n un entier 
inférieur à nt. L’équation finale en y, résultant de l’éli- 
mination de X entre les équations (i) et (a), sera évidem- • 
ment du degré m , puisque a autant de valeurs que x. 
Cette élimination peut se faire par les fonctions symétri- 
ques, de la manière suivante ; En élevant l’équation (a) - 
aux dilférentes puissances a, 3,. . ., m, et ayant soin de 
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rabaisser Ifs exposants de x au-dessous de m, à l’aide de 
l’é(|nalion (i), on aura une suite d’équations de la forme 

v’ = /»,-+- i, j: -H 6, j:’ -4- . . . x"~', 

r„ -i-CjX-h -I- c„_, X”-', 


y=A, + /i,x+ -1- /«-iX"-', 

^0 î ^11 etc., étant des fonctions des indéterminées 
« 1 , etc. Si , maintenant, .r,, s , , etc. , désignent les sommes 
de puissances semblables des racines de l’équation (i), S,, 
Sj, etc. , celles des puissances ’semblables des racines de 
l’équation en y, les équations (a) et (3) donneront 

! S, = III il, -ya,s,-h + Sn, 

S, = m b, -y biS, b, s, b„^, s„ , , 


1 Sm — /« -t- .*1 -t- • . . -4- ^»_i 

Connaissant ainsi les sommes de puissances semblables 
des racines de l’équation en on formera aisément cette 
équation. 

On peut y arriver encore de la manière suivante. On 
- résoudra les équations (3) par rapport aux puissanées 
.r*, vi’’,. . ., x"‘~', et l’on portera leurs valeurs dans l’é- 
quation (a), (ie procédé a l’avantage de donner la valeur 
de a: exprimée rationnellement en j, en sorte qu’on con- 
naîtra chaque racine de l’équation proposée, quand on 
aura résolu l’équation finale en y. 

Représentons par 

(5) J” -r- f/î .K'"-'' -4- ... H- jr q„ = o 

cette équation en y, où <jr,, , . . . , r/,,, sont fonctions des 

indéterminées fl», etc., et qui exprime la condition 
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pour que les équations ( i) ,el (2) aient une racine com- 
mune. Je dis que de cette seule équation (5) on peut dé- 
duire la valeur de x qui correspond à chaque valeur dej', 
et même la valeur d’une puissance quelconque de x. En 
effet, y est une fonction des indéterminées «o 5 <*15 etc.,' 
considérées comme des variables indépendantes, et Ton a 
alors 


(la, 



Différentions maintenant l’équation (5) par rapport à n, , 
dont r, r/i, r/i, etc., sont fonctions; on aura 

[/nj"-' -f- {ni — i) 17,7"-’ ■ 




fm 


et, par suite, " , 

V--I 'il: -L. , — . ^ _t- .4. 'hn 

d/ii dfJi da^ 

— my"-' (/« — i) 17, J'”-’ -f- . . . 4- , 


On trouverait de même, en différentiant , l’équation (5) 
par rapport à a,, 



r/f/, 

(la. 

, à<ln 
(la. 

:+-(« — 0 

'« 7 ,r"-’- 4 - . 




et ainsi de suite; mais ces diverses valeurs sont seu- 
lement curieuses, car elles n’ont pas la forme la plus 
simple qu’on puisse laur donner. 

On voit, par ce qui précède, qu’il suffira de résoudre 
l’équation (5) pour avoir résolu par cela même l’équa- 
•• tion(i). i. -■ 

Cela posé, on peut disposer des n indéterminées «o," 
«1, etc., de manière à faire évanouir n termes de l’équa- * 
tionen j', à partir du’ second par exemple. 11 faudra alors, 

7- ' , 
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d’après les formules de Newton, que l’on ail 
Si O , Sj zz: O , . . . , Sn zr O. 


Or^ en se reportant aux équations (4) , «n voit que S| est 
du premier degré par rapport à no, n,, etc., que S* est 
du deuxième, S, du troisième, etc., S„ du Donc, 

d’après le théorème de Bc/.out, la détermination de ces 
indéterminées dépend d’une équation du degré 

1 . 2 . 3 ... /I , 

et, si l’ou voulait faire disparaître de l’équation tons 
les termes, à l’exception du premi(?r et du dernier, le 
problème dépendrait du degré 

I . 2 . 3 . . . (m — i). 

C’est aussi'à la résolution d’une équation de ce degré que 
se trouverait ramenée celle de l’équation proposée, car 
l’équation (5) n’ayant alors que deux termes serait immé- 
diatement résolue. 


Application au troisième et. au quatrième degré. 

Nous reviendrons , dans une prochaine leçon, sur la 
résolution des équations générales du troisième «;t^ du 
quatrième degré; mais nous ferons voir immédiatement 
comment résulte de la transformation de Tsehirnaüs la 
possibilité d’effectuer cette résolution. ' 

Soit d’abord l’équation du troisième degré 

-h p.c‘ + l/X -h M = O i 

on posera , , ’ 

jr x= a b.v + x'', 

et l’on formera l’équation finale en y, savoir 
P,,-! ^ Q , 4- R == O. 

On déterminera a et l> à l'aide des équations P = o, Q = o, 
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qui sonl, Tune du premier degré, l'autre du second j on 
pourra donc les résoudre et exprimer a et è en fonction 
des coefficients de la proposée. L’équation en y se rédui- 
sant alors à 

on en tirera ces trois valeurs 

r = V^— R. r = “v/— R. / = e\/— R» 

a«ct ê désignant les racines cubiques imaginaires de i. 
Connaissant ainsi les trois valeurs de y, on aura facile- 
ment, par ce que nous avons dit plus haut, les trois va- 
leurs de X. 

Soit enfin l’équation du quatrième degré 
, j:* -I- -I- -H rj; - 1 - > = o ; 

on posera , comme précédemment , 

y- = n -h ix -h x’, 

ri l’on aura une équation en r telle, que ' . 

y' -f- Pj’ Qj’ R_r 7I- S = O. - ■ ' 

On déterminera rt et è à l’aide des équations P = 0, Il = 0, 
qui sont , l’une du premier degré , l’autre du troisième ; 
on pourra donc les résoudre et exprimer a et i en fonc- 
tion des coefficients de la proposée. L’équation en y, se 
réduisant à 

y> H- Q/’ -t- S = o, ♦ 

pouri% elle-même être résolue, puisqu’elle est bicarrée, 
(ionnaissaiit les quatre valeurs de y, on aura aussi les • 
quatre racines de l’équation proposée. « 
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Développement d'une fonction algébriqtic implicite , en série ordonnée 
suivant les puissances décroissantes de sa variable. — Formation de 
l’équation finale résultant de l’élimination d’une inconnue entre deux 
équations à deux inconnues. Nouvelle démonstration du théorème de 
Bezout. Somme des racines de l’équation Hnale. Nouvelle démons- 
tration d’une formule d'analyse. — Démonstration d’un théorème de 
géométrie. • 


Les recherches que je vais exposer dans celle leço» 
fonl parlie d’un beau Mémoire sur l’élirainalion , publié 
par M. Liouville, dans le tome VI de son Journal de 
Mathématiques. 


Développement d'une Jonction algébrique implicite, eu 
série ordonnée suivant les puissances décroissantes 
de sa variable. 


Soit 

(i) = ou M=o, 

une équation du degré m entre deux variables x clj. Si 
cette équation est du degré m par rapport à j-, elle 
aura m racines j", qui seront fonctions de j:, et que nous 
nous proposons de développer suivant lès puissances dé- 
croissantes dex.-En réunissant les termes de même degré, , 
l’équation (i) pourra s’écrire de la manière suivante ; 


y 

iant =z Uy 

JC 

X“‘ /{'<) 4- y~'fi («) + -f- , . . = U V 


(2) 


OU , 

eu posant ^ =: 

( 3 ) 

/{'<) 4- X 


. = O, 
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J, JiiJii etc., désignent ici des polynômes dont le pre- 
mier est du degré m , et les autres au plus des degrés 
m — I, m — 2 , etc., respectivement. Dans le cas le plus 
général, ces polynômes seront précisément des degrés m , 
m — I , m — 2 , etc. 

Les m valeurs de u fournies par l’équation (3) .sont des 
fonctions de or, qui , pour jc = oo , se réduiront aux m ra- 
cines de l’équation 

i4) ’ ./■(«) = o; 

oii pourra donc poser généralement 

(5) U “ a -f- 6 , 

e s’annulant avec La méthode des asymptotes donne le 

moyen de calculer la limite du produit sx. Nous nous bor- 
nerons au cas où les racines de l’équation (4) sont inégales, 
et dans tout ce qui suit, cette hypothèse doit être main- 
tenue. Po^^ns dans l’équation (3) la valeur de u tirée 
de (5) 5 on aura 

(6) _x"/(a-)- s)-|-a.'"'~‘/i(a -J- e) = o. 

f 

Développant chaque terme par la formule de Taylor, 
ayant égard à l’équation (4), et divisant par il vient 

( [.H/' («).+/(“)] 

i + ; [ 7^^ + (»--)/,(«)+/»(“)] + . - . = O ; 

faisant maintenante = oo dans cette équation, et dési- 
gnant par a' la limite de ex, il vient 


lo 4 .NKllVIl.ME LKÇO.N. 

Cette valeur de a' sera toujours finie , car, par hypothèse, 
y («) n’a pas de racines égales. 

Puisque ex a pour limite la quantité a', dont nous 
venons de trouver la valeur, on pourra poser 

• j: = a' + c', 

d’où 

/ , ai' 

(lO £ = h - . 

X X 

e' s'annulant avec Par suite, la valeur ( 5 ) de ti devient 

a' s' 

(11) « = siH 1^-- 

XX 

C'est la série dans laquelle u se développe, quand on se 
borne aux deux premiers termes; - est le reste corres- 
pondant. • 

On peut déterminer la limite du produit e!x de la même 
manière que celle du produit ex. Si, en eflew on porte 
dans l’équation (7) la valeur de e, tirée de (ro), qu’on 
multiplie ensuite par or, et qu’on, ait égardà l’équationjS), 
il vient ' 

(e'x ]/' («) -H /"(a) 4- «' f\ («) + /(«)] + E = o , 

en désignant par E une somme de termes qui s’annulent 
avec - ; faisant donc ,r = oc , et désignant par a" la limite 
de e'x, on a 

(12) . «”/'(«) + [^/'(«) + + /•(“)] = 

é(|uation qui détermine la valeur de a". 

C-onnaissant la limite a" du produit e'x, 011 pourra poser 

t !» , t* 

s « .r = a H- Ê J 
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ï" étant nue nouvelle quantité qui s’évanouit avec -• Ü'a- 
près cela, la ■valeur (i i) dè h devient 


tt = a H 1 


C’est la série qui exprime la valeur de u quand on se borne 
aux trois premiers termes; est le reste correspondant. 

. On pourrait obtenir ainsi autant de termes que l’on 
voudrait du développement de u , et comme y = ux , on 
aura, par suitc^ autant de termes que l’on voudra du dé- 
veloppement de on a, en particulier,- . ' 

I J .= ouc -t- s.r , ’■ 

y = ax -h ex’ -h , ' ' * ’ . 

, , OL g 

y — ox -H a + 1| 

.r X 

La seconde de ces trois formules comprend toute la théo-, 
rie des asymptotes rectilignes; la courbe représentée par 
l’équation (i), où x ely désignent alors des coordonnées 
rectilignes, a pour asymptote réelle ou imaginaire la 
droite représentée par l’équation 

(l6) , • _y = aar-t- a'. ■ • ’ ■ 

La diÜérence t! qui existe entre les coordonnées de la 
courbe et de l’asymptote est généralement un injinimoiit. 

petit du premier ordre, en considérant lui-meme comme 

un infiniment petit du premier ordre. - 

La courbe représentée , par l'équation (i) admet aussi 


Digilized by Google 



I<>6i NEt'VIÈMF. LE<.;0.\, ^ 

pour asymptote I hyperbole que n-pi-ésente réquation 

(17) J- = 0X4- 

X ' 

g»/ 

mais dans ce cas la dillérence — des ordonnées dos deux 

X 

courbes est un infiniment petit du second ordre au moins. 

La courbe (ly) pourrait être ajipelée asymptote du 
tleuxiènie ordre de la courbe proposée. Et, comme on 
peut pousser aussi loin que l'on veut le développement 
de y en série ordonnée suivant les puissances décroissantes 
de X, on pourra former une infinité de courbes des degrés 
respectifs 3, 4? etc., et qui auront, a\ec la courbe pro- 
jK)see, un asymptoiismc de plus en j)lns intime. ' ■ 

On voit aisément, sans qu’il soit nécessaire d’insister; 
sur ce sujet, comment il faudrait modifier la méthode, si 
l’équation 

/W = o 

avait des racines égales, contrairement à riiypotliése que 
nous avons faite. 

Fonnation de V équation finale rêsuhnnt de l’élimination 
d une inconnue entre deux équations à deux incon- 
nues. IVoin’elle démonstration du théorème de Bezout .. 
Somme des racines de V équation finale. 

' V 

La théorie qui vient d’être exposée permet de former . - 
autant de termes que l’on veut de l’équation finale résul- 
tant de l’élimination d’une inconnue entre deux équations, 
Soient les deux équations générales 

, . |M(x,j) = o, 

|.N{x, /)=o, 

dés degrés m et n respectivement ; en réunissant les termes 
«le même degré , onq>ourra les écrire de la manière ..sui- 

} 

yj-- : 
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vante* 

+ X”- 

^f(J) + ^-.F,(î) + ^-. F,(i) 

y, /i, y», etc., sont des polynômes respectivement des 
degrés m, m — i, ni — 2, etc.; F, F,, F., etc., de.s 
polynômes des degrés n, n — i , n — 2 , etc. 

Soient y,, j's,..., y„ les valeurs de tirées de la 
première des équations (1) , portons-les dans le premier 
membre de la seconde, et désignons par V le produit des 
résultats ainsi obtenus, de manière que l’on ait 

( 3 ) V = N (.V, j.) N (x, X,). .. N (x, X -) ; 

l'équation finale résultant de l’élimination de y sera 
V = O. 

On calculera aisément la fonction V, en développant en 
série suivant les puissances décroissantes de x, chacun de 
ses facteurs, dont l’expression générale est IV (x, j). Je dis- 
même que, si l’on ne veut connaître que le premier terme 
de V, il suffît de borner les séries dont nous parlons à 
leur premier terme; que, si l’on ne veut que les deux 
premiers termes de V , il suffît de connaître les deux pre- 
miers termes des séries, et ainsi de suite. 

Supposons, par exemple, qu’on ne veuille connaitre 
que le premier terme de V; on a , en faisant comme pré- 

’ cédemraent «= - , 

X • . ■ 

N (x, /) = .j,« F (k) ,r" F, (k) -I- . . . . 

Posons aussi , comme plus haut , 

« = a + e , • 
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' £ étant une rjuantitc qui s’annule avec-, et a une racine 
quelconque de l’équation 

•' /(«) = o; • . 

on aura 

X 


et pour .r = 00 , ■ 


lin, !%/-)= PM, 


OU 

(4) N ( X, jr ) = x"' F (a) + .r" K , 

E désignant une (|uantité qui s’annule avec -• D’après cela, 
en représentant par 

' fitj , J # . . J 

les t/i valeurs de a, on aura 

I’' r 1 } = -r" F (a,) 4- a'" E, , 

(^> rO = F(a,) + i:" E, , 


N (x, = j:" F(a„) + a:" E„ , 

E), E, , . . . , E„. désignant des quantités qui s’évanouissent 
Multipliant ces crjuations et ayant égard à l’équa- 
tion (3) , on aura 

(5) V = X-"- F(*,) F(a,) . . . F(«„) -4 x»“ H , ■ 

Il désignant une quantité (jui s’annule avec -• 

Le premier terme de V est donc 

• _ - .f™‘ F(xO !■’ (■“’)••• ’ " • 
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on pourra l’exprimer -en fonction rationnelle des coeffi- 
cients de F et /, puisque F(«,)F(aj) . . . F(a,„) est une 
fonction symétrique et entière des racines de l’équation 

/(a) = 0 . . , 

• 

Il suit de là que l’équation finale résultant de l’élimi- 
nation de J entre les équations (i) et ( 2 ) est d’Un degré 
égal au produit des degrés de cesr équations. 

Remaiiqüe. — S i les coefficients des équations (i) ont 
des valeurs déterminées, et que ces équations contiennent 
la plus haute puissance dejy, l’équation finale résultant 
de l’élimination de j' sera toujours V = o, et l’on voit que 
le degré de cette équation finale sera encore égal au pro- 
duit des degrés des équations proposées, à moins que les 
équations 

/(a) = O , F(a) = O , 

n’aient une ou plusieurs racines communes, auquel cas 
ce degré s’abaisse nécessairement. 

Pour avoir les deux premiers termes de l’équation fi- 
nale \ = o, il faut connaître les deux premiers termes 
du développement de N (.r^ jy) en série. Pour cela, dans 
l’équation 

N(x, x) z= X" F(«) -t- .r”-' F, («) -4- . . . , 
nous poserons 

■ a.' £ 

« =r « -f- 1 ? 

XX 

, , . . / . » . . i * 

Ê étant toujours une quantité qui s évanouit avec 

a une racine de ... 

/(“)=«. 

et a! une quantité que nous avons calculée, et (|ul est dé- 
terminéc^arl’équation* 

x'/'(a)-f-/i(a) — o; ; 
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on aura alors 

N(j, /) = X" F(*) + x"-'[ï' F'{ot) 4- F,'»)] 4- X"-' E, 

R désignant une quantité qui s’annule avec -■ Cette for- 
mule donne le développement* de borné aux deux 

premiers termes; en y remplaçant a par chacune de ses m 
valeurs , on aura 

N(x, /,) = .X" F (a,) 4- X» [a. F'(a,) 4- F, (*,)] 4- x" - E, , 

N (x, y,) = X" F (»,) 4- X* [a, F'(a,) -t- F. [a,)] + K: j 


N r«) = 4- x"~' [a'„, F'(a„) 4- F,(st„)] 4- .r"-' R.,. 

Dans ces équations, F,,, F.,, etc., sont des quantités qui 

s’évanouissent avec et a', , a', , etc., les valeurs de a', 

<[ui correspondent aux valeurs a,, a,, etc., de a. Multi- 
pliant toutes ees équations , ayant égard à l'équation (3), 
et désignant simplement par H rcnscmble des termes 

<lont le quotient par 0 ;™"“' s’annule avec on aura 

V = x«"F(a,)F(a,),.. F(a„) 

4- .t”"-' F (a,) F (a,). . . F (a„) + .r"" - H . 

F (a} 

Dans cette dernière formule, Fa quantité H, qui est infini- 
ment petite avec -» contient un nombre limité de termes, 

et l’on voit que le second terme de V aura pour coef- 
ficient 

F(ai)F(a,). . . F(a„) 

le signe ^ s’étendant à toutes Ids racines a de*l'équatiou 
■ /{x) = i>. 
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D'après cela, si l’on désigne par la somme des ra- 
cines de l’équation finale en x, on aura 



ou en menant, an lieu de a', sa valeur — 


/'W’ 


Y •y./Ua)£^_ y 
' Zà /'(a) F (a) Zi 


F,(«) 

F(«)' 



. On pourrait calculer ainsi autant de termes que l’on 
voudrait de l’équation finale V = o; par suite, cette 
équation tout entière : seulement les calculs deviennent 
de plus en plus compliqués , et nous nous bornerons à ce 
qui précède. 

Nouvelle démonstration d’ une formule d'analyse. 

Au lieu de porter dans l’équation N = o les valeurs dej^ 
tirées de M = o, afin d’avoir l’équation finale \ =o\ 
on aurait pu faire l'inverse, porter dans l’équation M = o 
les valeurs de x tirées de N = o; mais alors on aurait eu 


une autre expression de la somme ^ x des racines de 


l’équation finale, que l’on peut écrire sans faire de nou- 
veaux calculs. On aura, en effet, évidemment 

les sommes du second membre s’étendant ,à toutes les ra- 
cines o de l’équation 

F(e)=o; 

en égalant entre elles ces deux valeurs de ^.r, on aura 

y (“) F'(«; y F,(«) _ y F,(fi)/'(e) y /,(S) 

Z /'{cé F ;«) Zi F ~ Zd F'(S) /(fi) Zd /(fi) ’ ■ 


1 I 2 


‘ Nr.l:VIF.MK LF,ÇO^. 

les sommes du premier iiiembn' élaiil relatives aux ra- 
vines a fley(a) = o, celles du second aux racines o de 
F(d) = O. Daus celte formule, cpii exprime un théorème 
d’analyse, y et F désignent des polynômes quelconques, 
mais n’ayant ni racines égales, ni racines communes; 
f\ et F) désignent aussi des polynômes (juelconqucs, mais 
de degrés respectivement moindres queyct F. 

Supposons (juc le polynôme F soit égal à , et que F, 
soit identiquement nul ^ l’équation précétlcnte S(‘ ré- 
duit à 


ou même à 



V 

^ /'(«) 


O, 


puisque chaque terme du second memhre est nul, le 
signe 2 étant relatif aux racines de F(o)=:o. Dans 

l’équation précédente, le signe ^ s’étend aux racines 

a de / (a) = o, et F' désigne lit dérivée d’un polynôme 
quelconque F de degré inférieur à /; par coiisiVjuent, 
F' est un polynôme quelconque de degré inférieur à f . 
La formule précédente est, comme nous l’avons vu, celle 
dont M. Liouvillc a déduit la décomposition des frac- 
tions rationnelles en fractions simples. 

Démonstration d’un théorème de géométrie. 

M. I -.iouvillea appliqué les recherches précédentes à la 
démonstration d'un théorème curieux de géométrie, que 
nous alloiis présenter ici : 

Si Von mène à une courbe algébrique la série des tan- 
gentes parallèles à une direction donnée, le centre des 


V 
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moyennes distances des points de contact sera indépen- 
dant de cette direction . 

Soit 

^> (^> ^ ) = O 

l’équation d’une courbe algébrique; les coordonhées réelles 
ou imaginaires des points de contact de cette courbe, avec 
les tangentes parallèles à la droite y = u.r, seront les 
solutions communes aux deux équations 


{') 


M = O, 


f/M f/M 


O . 


Sî Ton pose -= U et qu’on représente la courbe par 

l’équation çp(.r, o) = o, les coordonnées x et u seront les 
solutions communes aux deux équations 


, . rfo. a ■ — « iha 

f{x, u) = 0, : 

' (tx X du 


Soit donc, en conservant les notations employées précé- 
demment, 

® (x, u) z= + x"-'/, (u) -h. 

JiJi, etc., désignant des polynômes des degrés /» , 
ni — I, etc. ; on aura 

^ == -f- (/« — l) -f-. . 

dx 

^ = xf'f'lyt) -t- x™- /; (rt) -f- . . . , 
du 

Cl, par suite, 

'\l. 4- 'L — ,r™ F (k) -h ~ ’ F,(«) H- • . • , 

dx X du 

en faisant, pour abréger, 

( F(«) = »if{u) H- (n — «) ./"'(«), 

{■•*) I i’'. (") = (") » 
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!■'(//), fie., .solU (les polynômes des degrés m — i, 

m — a , etc. ; ear dans F(«) par exemple, les deux termes 
dn degré le ])liis élevé, <|ui proviennent de ni/ (//) et 
(o — II) se détruisent évidemntenl-, et la même 

chose a lien pour etc. 

I.’étjuaiion linalc résultant de réliminalion de y (’iitre 
les équations (i) est doue la même que celle qui résulte de 
rélimination de ii entre 

■»•"/(«) -H .r" -'/,(«) + = O , 

a.'"- F(«) + a-"-’ F,(n) -4- . . . = o. 

Si donc on désigm;, comme précédemment, par ^.r la 

somme des racines de l’équation iinale, on aura 

V> _V' g' F'(g) -t- F|(a) 

^ F(a) 

le signe ^ s'étendant dans le second inendtre aux racines 
de l’éiiualion 

./■(“)= O, 

et a' étant une «juantité déterminée par l’équation 
'x' f {a) + yi(a) = o. 

Pour avoir l’expression de <‘ii fonction des quan- 

tités données J\^ etc,, dill'érentions la pixmiière des 
t'-quaiions (a) ; on aura 

(3) F';«) = (/« —i)f'(ii) + {(i — II) f"{it). 

Les équations (a) et (3) donnent ensuite 

a' F'(«) + F, («) = {ni -I) [«' /'(«) / (a)j 

-t- (n — a) [«'/"(a) + /,' («)], ^ 

et , comme «' /'(«) -t- /i(a) est nul , 

(4' a' F'(«) -f- F,(a'> = (« - al [a' /"(a) 4- (a)] ; 
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oti aura aus.si , en faisant n = a. dans la première des équa- 
tions ( 2 ), et remarquant que /'(a) est nul, 

(5) ' F(«) = («-«)/». 

Des équations (4) et (5) on lire 

g'F» +F.(«) _ «'/"(«)+/;(») . 

■ F (g) - /'(g) 


par suite, la vitlenr de^ j: est 

2 j: = -L 2 ~t~/ i (*) 


/'(«) 


On voit qu’elle ne contient pas a. La somme des distances 
à l’axe dcs_r des points de contact de notre courbe avec 
les tangentes parallèles à la direction donnée est donc in- , 
dépendante de cette direction ; ce qui démontre le théo- 
rème énoncé, car l’axe des j' est une droite quelconque 
située dans le plan. 

Remarque. — f.a démonstration précédente semble en 
défaut lorsque l’équation J {y) = o a des racines égales; 
pour inorUrer que les conclusions sont cependant exactes 
dans ce cas, on peut employer un raisonnement dont 
nous avons déjà plusieurs fois fait usage. 11 suffira de 
modifier insensiblement les coellicients de j\ de manière 
<jue f{y) = O n’ait plus de racines égales ; on aura une 
courbe infiniment peu dillércnte de la proposée, et pour 
latiuelle le théorème aura lieu; d’où l'on peut conclure 
qu’il a lieu, à la limite, pour la courbe propo.sée elle- 
même. 

Corollaire. — Désignons toujours par^-c la Somme 

des abscisses des points de contact d’une couibc algé- ' 
bi'iquc avec les tangentes qui font l’angle w avec la 
direction des .r positives, et faisons varier m de sa dif- 

8 . 
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féiniliollc (/'»>; roiiiim'^.r iic (JéjH'iul pas de cfl aiis'li*, 


on aura 


2 

Mais, en désignant pai' ds l'aie inliniinent petit qui a pour 
projection c/.r, on a dx = tisco%m\ par suite 




s ros 6) — O , ou 


»■' ils 


ilu 

tls 


puisrjiie cosm cl c/m sont eonstaitls. -- est la valeur du 
rayon de courbure p, on aura donc 


2]p = o; 

on aura aussi 

p' désignant le rayon de courbure de la développée, et 
ainsi de suite. 

F.n outre, si | et u représentent les coordonnées du 
centre de courbure correspondant au point (,r, y), on a 

x = ? — psinw, y = U -(- P cosw; 

donc, en ayant égard aux formules précédentes, 

c'est-à-dire que le centre des moyennes distances <les 
points de contact d’une courlæ algébrique avec la série 
des tangentes parallèles à une même direction , est le même 
que le centre des moyennes distances des rentres de cour- 
bure correspondants. 
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DIXIÈME LEÇON. 

Développement en séries ordonnées suivant les puissances tiécruîssuiUcs 
de la variable do deux ou plusieurs fonctions al{’ébriques détinies par 
deux ou plusieurs équations. — Formation de l’cquation finale résultant 
de Vélimination de deux , trois , etc., inconnues entre trois, quatre, etc., 
équations. Nouvelle démunslralion du théorème de Bezotil, Soinme 
des r.icines de l’équation finale.* — Démonstration d’une formule de 
M. ,lacobi. — Extension du théorème de géométrie démontré dans la leçon 
précédente. 


!. 'analyse qu<* nous avons développée dans la det tiière 
leçon peut être aisément généralisée, et étendue à l’éli- 
mination de deux, trois, ete., inconnues entre trois, 
quatre, etc., équations. C’est ce que nous allons établir, 
en adoptant pour l’exposition le même ordre <[ue dans la 
bïçon précédente. 

DéveloiipemciU en séries ordonnées suwunt les /luis- 
sanecs décroissantes de la variable, de deux ou plu- 
sieurs fonctions algébriques difinics par deux ou plu- 
sieurs équations . 

Soient 

1 ‘ ) .> » 3) = O > y, i) = O 

deux équations générales des degrés ni et n respectivement 
entre les trois variables X,y, z ; la première x étant consi- 
dérée comme indépendante, les deux autres y et z en 
seront des fonctions. En réunissant les termes de même 
degré, les étpiations (1) pourront s’écrire de la manière 
suivante : 
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ou, en jHi.sani '- = u , 



'3 I •!■“/(« , •') -I- -J- . . . — O , 

( .1" I-’(« , v) + .r" ' F, (itj f) -f- . . . = O. 

/ et F sont (les polviunnes des (Utgrés in et n respective- 
ment , entre les variables ii et et !•’, sont respecti- 

vement des degrtis iit — i et « — i, et ainsi des autres. 

F.n vertu des r(>sultats obtenus dans la 1(h;oii précédente , 
le nombre des solutions coinniiuuîs (« , e) aux ('quations (3) 
est mil , ainsi cjue le nombi'c des solutions communes (a, 6) 
aux étjuations 

(4/ /(^> 6, = 

et les tnii systèmes de solutions communes d(;s équations (3) 
se réduiront, pour O':=oo , aux rnn systèmes de solutions’ 
communes des équations (4). On pourra donc poser géné- 
ralenuujt 


(5) H = a -t- ï, (> = C -F , 

£ et r, désignant des quantités qui s’annulent avec Ces 

((uantités sont d’ailleurs les rtîsles des séries dans bts- 
(juelles U et e .se développent quand on borne ctts séries à 
leur premier terme. Pour calculer les limites des pro- 
duits zx, '//.r, nous suivrons la même marche que dans la 
leçon précédente. En portant dans les étjuations (3) les 
valeurs de u et u, tiiées de (îi), et ayant égard aux équa- 
tions (4), on a 

'*"(* . . = O, 

r"(£ ^ -I- -I-. . •+• ■i""'[Fi(a, 6) -F. . .J-f-. . . = o. 


Fji flivfsanl 


cos o(jualio»is rcvsprclivemcnl par rr 
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F.i) désigiiaiu par s'ct /l'de uouvrlles «|iiaiitilës iiiriiiiiiLeiil 
) 

pelites avec - , on pourra poser 

£.r = a' H- s', lî.c = 6' -f- 

et, par suite, 



on a ainsi les deux premiers termes des séries dans les- 
quelles Il et P, ou r et z peuvent se développer, et l’on 
volt aisément qu’on pourra, de la même manière, ob- 
tenir les termes suivants. 

La même méthode s’appliquera, sans modification, au 
cas de i >. — i équations entre fi variables, pourvu qu’on 
écarte, comme nous l’avons fait jusqu’ici, en raisonnant 
sur des équations générales, quelques cas particuliers qui 
peuvent se présenter. 
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Formation de l’équation Jinale résultant de l’éliininUtion 
de deux, trois, etc., inconnues entre trois, quatre, etc., 
équations. Nouvelle démonstration du théorème de 
Bezout. Somme des racines de l’équation Jinale. 

On peut, par l’analyse précédente, former autant de 
termes que l’on veut, de l’équation finale résultant de 
l’élimination de deux, trois, etc., inconnues, entre trois, 
quatre, etc., équations. 


Soient, par exemple, les trois é(|uatioiis générales 


(i) M(j,y,z) = o, N(x,/,z) = o, P(x,y, î) = o, 

des degrés m, n, p respectivement, entre trois inconnues 
.r, J', z; en réunissant les termes de même degré, ces 
équations seront : 



/, F et çp sont des polynômes d«!s degrés ni , n, p respecti- 
vement, par rapport aux deux variables qu’ils renfer- 
ment J\, Fl, çp, sont respectivement des degrés m — i, 
n — I , P — I , et ainsi de suite. 

Désignons par 

1 , ®l) î (Xs, ®ï) , . . ■ , 

les inn systèmes de solutions communes aux deux pre- 
mières des équations (i), et posons 

V = P(x, 2.) P(.r, V,, 2 ,). . . P(.r, z„„); 

l’équation finale résultant de l’élimination de > et z entre 
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les écjualions (i) sera 

V=o, 

et c’est cette équation qu’il s’agit de calculer. Ou y par- 
viendra en développant en série chacun des facteurs 
P (a::, z) de V, et il suffira de connaître autant de termes 
du développement de P qu’on en veut avoir dans V. Nous 
nous bornerons ici , comme nous l’avons fait dans la leçon 
précédente , à calculer les deux premiers termes de V, ce 
qui suffit pour connaître le degré et la somme des ra- 
cines de l’équation finale. 

On a , en faisant , comme précédemment = v. 

* X ^ X ‘ 

P I r, z) = Xf cp(« , <>) + XP Ÿ,(« , t>) -t- . . . , 
et , si l’on pose 

U = 'JL +■ t , V = è -i- r,, 

il vient 

P(j : , y, z) = .vP f (a, Sj j,-/' E , 

E s’annulant avec ainsi que e et ri. En mettant dans 

l’équation précédente, .à la place de a' et j', leurs mn va- 
leurs, il vient 

V{x,y„ Z,) = xP fj,) + xP E,, 

P{^, /a J 2a) = ■r'’ <?(«,, e,) -t- arf* E.., 

P{'2^> Xt»» ï 2«n) — XP -t- xP Emn , 

E,, F.j,. . ., E,„„ étant des quantités infiniment petites avec 
-• Enfin, en multiplant toutes ces équations, on a la va- 
leur suivante de \', 

V = X’”“P 8,) 8,). . . 8„„) -+- .r™"/' || , 

mi H désigne une quantité qui s’auiiule avec Le premiei 
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iiTiuc cl(“ \ srra donc 

.r”"'/’ rji(a, , G|). . . Ÿ (*'"»> G»,„J. 

Il suit dt! là (jutî k' degré de réqiialioii liuale résullaiil 
lie réliminatioii de y et z entre les trois équations (i) 
est égal au produit des degrés de ces équations, ce qui 
i'ournit une nouvelle démonstration du théorème de 
Be/.out. 

Si l'on veut obtenir les deux premiers termes île 1 équa- 
tion finale ^ = o, il est nécessaire de calculer les deux 
premiers termes du développement de P(.»’, j , z) eu série 
ordonnée suivant les puissances décroissantes de x. Pour 
cela, dans l'équation 

P (j-, J, z) =r xr f(!f , i>) -t- .fl'-' ip, (« . 


nous poserons 


« = * H 1 ) 

■r .r 

= G H 1- -, 

X X 


et «'désignant toujours des quantités qui s’évanouissent 
avec -, a.' et o' des quantités déterminées par les équa- 


tions 

' ‘‘f ^ C’ ‘‘-fx. /• - n 

,dF ,,<IV „ 

a -, h G — — I- F I — o. 

l/a i/G 

1 .a valeur de P (x, y, z) pourra alors s’écrire de la manière 
suivante ; 

P(x, y, s) = xl’ o(a, G) 

■+- xf-' j ^ ^ ?•(“’ ®)J *■'’ 

•■n désignant par K une quantité qui s’annule atce^;on 
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DIXIEME LEÇOIS. 
P(^i Jl. 2i) = f(“' > 


luii 


, r ' 


•de, 


(f,{a,, ê.) I 4- ' El , 


P {^t y mn ) ^mn) — Ÿ ï ^/i»i) 

+"-i <■ ,■£- + ST. + *-■>] 

Dans ces équations nous avons mis, pour abréger, îCte., 

à la place de etc. 5 a',, a',, etc., désignent les 

valeui’s de a' qui correspondent aux valeurs «j, etc. , 
de a; enfin, E,, E,, etc., sont des quantités. infiniment 

petites avec En multipliant toutes ces équations, 011 
aura la valeur suivante de V : 

V =: .r’”'V'ç(ai, ë|) (p(a,, 6,). . . 


4- .r"»r 6i)- • 

- 1 - H , 


?{a, 6) 


où H désigne une quantité qui s’annule avec -, et où le 

signe V s’étend à toutes les solutions communes (a, ê), 
des deux équations 

/(a, 6; = O, F (a, 6) = O. 

Ee second terme de V est donc 


. .r""'/' ' ^(a,, §,)■ ■ ^mn) V 
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l'I si l’on (lésigni; par ^ j; la somme îles laeines île l’é- 
(|uatioii finale \ = o, on aura 


2 


JC 




f 


Ÿ' 


En lemplaçaiu, dans celte formule, a' el S' par leurs va- 
leurs écrites plus haut, et faisant, pour abréger, 


A,{“ > - 


f/¥ 

7 ï^ dë 


tly l/F 

7 Û 1 Î?.' 


B(a,6) 


tl^df ,l f l/y 

doL dft da. dt 




lia. i/S 


on aura celle expression 



où les sommes du second membre sont relatives à tous 
les couples de solutions communes aux deux équations 


/(a,6)=0, F(a,ê) = o. 

Le calcul des deux premiers termes de l’équation 
litiale, qui résulterait de l’élimination de p — i incon- 
nues entre <x équations, n’olfrira pas plus de dilficullé, 
quel que soit u,quc dans les deux cas particuliers que 
nous avons développés; la marche à suivre est toujours la 
même, et l’on peut considérer comme générale la nou- 
velle démonstration que nous avons donnée du théorème 
de Be/oul pour le cas de deux ou trois équations. 

néinotisiralioii d’uiu: lonnula de M. Jacold. 

Pour obtenir réipialion finale \ =o, nous avons porte 
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dans la iroisiènie des équalions données les valeurs de y 
el Z, tirées des deux premières; mais on aurait pu opé- 
rer de deux autres manières dilfÉrentes : on aurait pu, par 
exemple, porter dans la première les valeurs de j et z, 
tirées des deux dernières, et l’on aurait obtenu une ex- 
pression dillércnte de qui se déduirait évidemment 

de celle déjà trouvée, en changeant l’une en l’autre / etç, 
/, et y,, etc. On aura donc 

V r — — V _ V ^'(v> C{y, ^) . 

/(v. 0) /(7* A(7, ’ 

mais ici les sommes qui figurent dans le second membre 
sont relatives aux solutions communes des équations 

f(7, 5) = o, 7(7, 5) = O. 

Égalons les deux valeurs trouvées pour^x , et suppo- 
sons que les polynômes F, et/i soient identiquement nuis ; 
on aura 

V _ V ^(7» 

^ (f (a , ^ /(7, S'; A (7, 5) ’ 

♦ 

en se rappelant que le signe ^ s’étend dans le premier 

membre aux solutions communesde J {a, ë)=o,F(«,|5)=o, 
et dans le second membre aux solutions communes de 
F(y, d) = O, ç(-/, d) = O. On peut, dans cette formule, 
considérer les polynômes F et <j) comme absolument 
arbitraires; et, quant au polynôme <p,, il n’est assujetti, 
par notre analyse;, qu’à la seule condition d’ètre de degré 
inférieur à ®. Supposons 

?(«. = C(a, S); 

la somme du second membre de l’équation précédente 
sera alors relative aux solutions communes des deux 
équations 

F (7. = f , C (7, J) =z O, 
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et, par eonséqucnl, chacun de ses termes sera identique- 
ment nul. On aura donc 


ou 


v’ „ 

Zd ci '■ 


C(a, 6) 




?.(='. *5) 


, 1 % f/p 


f/a 


le signe ^ s'étendant aux solutions communes des deux 
équations 

/^a,6) = 0 , F(a,e) = o. 

Cette l'ormule curieuse, où 9, désigne un polynôme (juel- 

. . dfdV dŸ ,1/ 

conque de degré inléneur a celui de ~ ,77 

l’extension de celle que nous avons démontrée dans la 
cinquième leçon , et à laquelle nous avons été de nou- 
veau conduit dans la leçon précédente. Elle a été dé- 
montrée pour la première fois par M. .Tacobi , et M. l.iou- 
ville l’a trouvée, ainsi que nous venons de le faire voir, 
comme une conséqifence naturelle de ses rcclierchcs sur 
l’élimination. 


Extension du théorème de géométrie démontré dans la 
leçon précédente. 

M. Liouvillc a donné dans son IVIémoirc la démons- 
tration du théorème suivant, qui est l’extension de celui 
que nous avons établi dans la dernière leçon : 

Théorème. — Si l'on mène à une surface algébrique 

la série des plans tangents parallèles à deux directions 

fixes, le centre des rnoy ennes distances des points de 
contact sera indépendant de ces deux directions. 

Si 

M i.r, ) , z) = O 
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esi l’équation «ruiic; surface algébriqiu!, les coordonnées 
des poipts de contact de cette surface avec les plans tan- 
gents parallèles au plan qui a pour étpiation 

Z — ax hy. 


seront données par les trois équations 

f/M r/M 

dj 


dM 


, </M 

b~- = o. 
dz 


Il suffit, pour établir le théorème qui vient d’ètia' énoncé, 
de calculer la soninie des racities de l’équation finale ré- 
sultant de l’élimination de deux inconnues entre les trois 
équations précédentes. En suivant la marche que nous 
avons tracée, on trouvera que cette somme est indépen- 
dante de a et de h. Ce calcul ne présentant aucune dif- 
ficulté, nous nous dispenserons de le présenter ici, et 
nous renverrons, pour plus de détails, au Mémoire de 
M. lûouville. On y trouvera, du reste, un grand nombre 
de conséquences curieuses que jious ne pourrions déve- 
lopper sans sortir des limites que nous nous sommes 
impo.sées. 
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Théoromn sur le noinbro cio valeurs que peut prendre une fonction quand 
on y permute les lettres qu’elle renferme. — Dos fonctions seiiiblahles. 
— Pn^priété des fonctions semblables des racines d’une équation. — 
Examen des cas particuliers qui font exception. — MétluKlc pour calculer 
une fonction des racines d’une équation, quand on connaît une antre 
fonction quelconque des racines. 


Parmi les travaux publiés depuis uu siècle sur la théorie 
algébrirpic des é([uations, l'un des plus importants est, 
sans contredit, le (,'élèbre Mémoire de Lagrange, que 
nous avons déjà eu l’occasion de citer, et qui fait partie 
des Mémoires de l'Académie de Berlin pour 1770 et 
1771. On rencontre, entre autres résultats remarquables, 
dans ce grand travail , le beau théorème que voici : 

Dès qu’on aura troux’é, par un moyen quelconque, la 
valeur d'une jonction rationnelle des racines d'une 
équation , on pourra en général trouver la valeur d’une 
autre fonction rationnelle quelconque des mêmes racines, 
et cela parle moyen d'une équation simplement linéaire. 
Quelques cas particuliers exigeront la résolution d’une 
équation du deuxième, du troisième, etc. , degré. 

La démonstration de ce théorème et le développement 
de ses conséquences feront le sujet de cette leçon; mais, 
pour ne pas interrompre notre exposition, nous rom- 
menrerons par établir une proposition importante, dont 
nous aurons besoin. 
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I ay 


Théorème sur le nombre de valeurs que peut prendie 
une fonction quand on y permute les lettres quelle 
renferme. 

Soit 

V = F(rt, h, r, . . A, l) 
une fonction ries m lettres a , b, c , . . . , k , l. 

Désignons, pour abréger, 

A I, A, , A ^ , . . . , 

les M I . a . . . ni permutations dont ces l<;ltres sont sus- 
reptibles , et représentons par la notation 



l’opération qui consiste à remplacer les lettres de la pet- 
inutation par celles de même rang dans la permuta- 
tion Ag ; cette opération se nomme une substitution . 

On obtiendra toutes les valeurs que la fonction V peut 
prendre par les permutations des lettres a, />, e, etc , 
en lui appliquant les M substitutions 



dont la première est une substitution identique . Il en 
résultera, pour la fotiction V, M valeurs que nous <lési- 
gnerons par 

V V V 

V I, V-j, . . . , Vy. 

On voit que le nombr<’ des valeurs distinctes de \ est au 
plus égal à M : mais il peut être moitidre; cela arrivera, 
par exemple, si la fonction Y est symétrique par rapport 
k quelques-unes des m lettres a , />, etc. 

Il peut arrivi'i- aussi qu’une lonclion qui n est symé- 

î) 


Digitizf:;l Google 


i?m oiv/iiiME 

lrii|U(‘ [tai i'a|i^»irl à aucunes lellres, ne |Uiisse j>as cepen- 
ilanl ac<[uéi'ii' iM valeurs distinetes. JNoiis cilcroiis pour 
exemple la louelioii 

(« — h) [n — c) [/) — c) , 

(jui lu: peut aajuérir que deux v aleurs, bien qu’elle ne soit 
symétrique par rapport à aucune des trois lettres qu'elle 
renferme. 

Quand nous disons qu'une substitution ebange ou ne 
change pas la valeur d'une fonction, il est bien entendu 
que nous faisons abstraction des valeurs numcri(jucs qu’on 
peut, ultérieurement, attribuer aux lettres, et (jue nous 
ne voulons parler que de la vnlc.ir nt ^('•brique de la fonc- 
tion. Ainsi la fonelion 

n 4- 2 A -t- 3 c 


est ebangée par la substitution 
nouvelle valeur qu’elle prend , savoir 
h + 9.C + ia , 


quoi(|ue la 


puisse être égale à la première, si l’on attributs des valeurs 
convenables aux lettres n, /), c. 

TuÉonÈME. — Le nombre des valeurs distinctes que 
peut prendre une fonction de m lettres, quand on y 
perrnute les lettres quelle renferme, est toujours un divi- 
seur du produit i . 2 . .3 . . . nt . 

Stipposons que les valeurs de la fonction \ , 


(') V,, V,, .. 

formées cointne il vient d’être dit, ne soient pas toutes 
distinctes, et (jue le nombre de celles qui sont égales à \ ^, 
par exemple, soit n; que l'on ait, par conséquent, ces n 
valeurs égales 

(2) V,, = Vj = V, = = , 
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qui EOiTesjMMKloiil respiH'livL'iiu'iit aux pcnuuUtiuii.<> 

( 3 ) ^ a > ‘^6 > •••' 

ou, eu d’aulre.s lermes, qui se déduisent de V, par les 
substitutions 



Soient \ l’une des fonctions (i) qui ne sont pas égales 
à V^, A^, la permutation correspondante, en .sortequeV^, 

se déduise de par la substitution 
les n permutations 


1>" 


t considérons 


(4) Ag., A.^/, . . ., A^,,, 

formées de telle sorte que Ag, , A^,, etc., se détluisent de 
A^, de la même manière que Ag, A.^, etc., se déduisent 
de A^, c’est-à-dire en exécutant les mêmes changements 
entre les lettres qui occupent les mêmes places. Pai- 
exemple, si Ag se déduit de en remplaçant dans A^ 
les lettres qui occupent les rangs i,-a, 3, 4: respective- 
ment par celles qui occupent les rangs a, 4 , i, 3, de même 
aussi Ag, devra être formée en remplaçant les lettres qui 
occupent dans A,^, les rangs i, a, 3, 4 î respectivement 
par celles qui occupent les rangs a, 4) 3. 

Soient aussi 

■(5) vv, Vg., V v^,, 


les valeurs de V en nombre égal à //, et qui correspondent 
aux permutations (4), c’est-à-dire qu’on déduit de V, par 
les substitutions 




(t)- (D- 
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Jc<lis<|ui- les égalilés (a) cnlraineroiil iiétessairoim'iil les 
suivantes ; 


V 


Kii edei, Vj, et \ 


g se tléduisaiU de \ i par les suhstituiions 


' il est évidfüil (|iie \f se déduira de V 

.''e/ 

/ A \ 

par la subslilulion ( " ) ; pareilleinenl , Vg, se déduira 

de \ <‘ii appli«juaiii à eelte dernière la subslilulion ^ ' 

( )r, par byi>olbèse , la subslilulion f ne produit aueun 


ehangemcnl sur V^. donc la sid)slilulion 


(Â::) 


])ro- 


duira aucun ehangeinenl sur V^,,ear A^^,, Ag, ne 
sont autre ebose <jue \^, A^, Ag où l'on a ebangé la 
iiûlation d’une eertaine manière. On a doue = \ g, , 
et l’on voit (pie, pour la même raison, liîs fonctions (5) 
seront toutes égales cnli-e elles. D’ailleurs les n fonc- 
tions (5) eorrespondent respectivement aux pennnta- 
lions (4) qui sont évidt'mment distinctes el didérenles d<'s 
pcrmulations (3); donc elles se trouveronl parmi les M 
fonctions (i), el l’on aura, par .suite. 


M = 7.n ou M > 2 «. 


Si M > an el que désigne l’une des valeurs de dis- 
tinctes de et de V^,, on fera voir, comme précédem- 
ment, que la série (i) contient n nouveaux tcrmt's 

v>, v.„„, 

tous égaux entre eux ; on aura , par cons<‘quent , 

M = 3/? ou M^.3/î; 

el , en poursuivant ce raisonnement, on loit ipie les Al 
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foiRtions (l(î la série (i) se partageroiil néeessaireineiil en 
nii eertain nombre fx de groupes composés chacun de /.• 
fondions égales entre elles; on aura donc 


fll = fi«, 


iroil 



le nombre a des valeurs distinctes de V est donc un divi- 
seur du pri>luit !M = I . a . 3 . . . , comme tious l’avions 

annoncé. 

Ce théorème a été démontré, pour la première fois, 
par Lagrange, dans le .Mémoire cité plus haut. jNous 
avons suivi , dans la démonstration précédente, la marche 
indi(juée par M. Cauchy dans son Mémoire sur le nombre 
lies valeurs que peut prenrlre une foiiclion quand on j 
permute les lettres quelle renj'entm. Mémoire <[ui fait 
partie du tome X du Journal de F École Polylecdinique. 

Des Jonctions semblables. 

Deux fonctions de m quantités sont dites semblables 
lorsqiu; les substitutions (|ui changent la valeur de l’iine 
changent aussi la valeur de l’autre, ou, ce qui revient au 
même, lorsque les .substitutions qui laiss<mt l’une d’elles 
invariable ne produisent non plus aucun changement sur 
l'autre. 

.Vinsi , deux fonctions .symétriques des m racines d’une 
érjuation, sont deux fonctions semblables qui ne peuvent 
prendre chacune qu’une seule valeur; et, plus générale- 
ment , si 


désignent les m racines d’une équation île degré m, deux 
fonctions .symétriques de n d’entre elles. 

■r,, .r,, . . 

par exemple, seront aussi deux l'ouc.tions semblables 
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•;i4 

(lus m raciiius, ul ulia(nuie d'ullus pourra ac([u<‘rir un 
nombre du valeurs égal au nombre des combinaisons du//i 
letlres n à n, c’est-à-dire à 

r/i(m — I ) . . . [m — « -4- r 
1.7..../; 

-Nous lie considérons ici (jue dus fonctions rationnelles. 

Projiriété de' J'oru liniis semblaldes des racines d'une 
éfjualion . 

lieux fonctions semblables dus racines d’une équation 
sont exprimables rationnellemunt l’une par l’autre, en 
sorte ([ue si l’on connaît la valeur d’une fonction (jiiel- 
coiique des racines, on pourra déterminer la valeur de 
toutes les fonctions semblables. 

Il y a pourtant quelqm^s cas d’e\ee()tion que nous exa- 
minerons en détail. 

•Soient, en elfet, 

^ 1 > *^ 3 î • • • » 

les ni racines de l’équation 

(i) 4- /;, .r"-' 4- p.x—^ 4 _. . . + x + p„ — a , 

et 

V f {x, , Xj , . . . , X„ ^ , 

J — X.,, x„), 

deux fonctions rationnelles et semblables de ces racines 
dont la première est supposée avoir une valeur connue. 

Appliquons simultanément, aux fonctions I’ et /, 
toutes les i.a.3. . . ni substitutions possibles; il en ré- 
sultera pour V un certain nombre p de valeurs distinctes , 
<|ue je représente par 

^.) V,, V., v,„, 
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üt [lour la l’oactioii semblable y, les a valeurs eorrespou- 
Janies 

( 3) r. , J ï . • • • , 

On peut l'ormer, par la méthode indiquée dans la 
deuxième leçon, l’équation qui a pour racines les n va- 
leurs de \ ; soit 

( 4 ) V“ -t- P, V“-' P, V“-^ 4-. . . + P^_, V -4. P^ ^o, 

OU 

. +(V) = o, 

cette équation, dont les coeflicients sont exprimables ra- 
tionnellement par ceux de l’équation proposée. On pour- 
rait former, de la meme manière, l’équation qui a pour 
racines les f/. valeurs de j ; mais cette équation ne nous 
sera pas nécessaire. 

(’.onsidérons maintenant la fonction 

\"y, 

où n est un nombre entier quelcomjue ; les valeurs que 
peut prendre cette fonction par les diverses substitutions 
seront évidemment 


Vr., V" V , V" V , 

7 •'3* 3*'3’ 


V" 4 

y 


puisque, généralement, toute substitution qui cbange V 
en change aussi } en et il suit de là (deuxième 
leçon) que la quantité 


v:r, -+-v';r,-pv>3-f-... + v'‘r 


sera une fonction symétrique des m racines x,,Xj ,..., a:,„, 
et pourra, par consé(juent, s’exprimer rationnellement 
en IVinction des coclliçitmts i>t , etc., de l’équation (i), 
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quel (juc soit 1 fiilior n. Duiiiiuiis <i ii les valeurs suc- 
eessives o, i, 2 ,. . .. (f/ — •)? <-‘i posons 


1 

>1 . . -t- . , . . 

-1- 

..-4- 

i 

V,^i. .+ V’aJ^a. , 


■ -t" V„ y = t , , 

(5) < 



..-t-y'x .=ta, 

iji U 

1 


+ Vf 



l.es seconds membres /», if, etc., de. ces équations sont 
tous exprimables rationnellement en fonction des eoefli- 
cients de l’éijuation proposée et des (juantités connues 
qui entrent dans F’ et J ; on peut «lotie les considérer 
comme «connus, et si l’on résout les fx é«juatioiis (5) par 
rapport à chacune de ces valeurs dey 

se trouvera exprimée, comme on va voir, en fonction ra- 
tionnelle de la valeur correspondante de V. 

Ajoutons les éfjuations (5), après les avoir multipliées 
respectivement par les facteurs 

l't faisons, pour abréger, 

h) 'p(^) — V' -t- Au— a V' -I- ... -4- A, 

on aura 

i7) I , 

( — «0 A,, -4- ti Xi “f- . - . -t- /«—a —a -f- tu— I , 

et si l’on veut la valeur di; jiar exemple, il sullira 
de déterminer les facteurs Xo, À, , etc., de manière que 
l’on ait 

(8) (|>(V,) = o, (j((V,) = o,., ,ç(Vy)=:o, 
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c‘xceplë ^(Vp) = ü; alors réquation (^) dormcra 

, V « B I I I I I /X — 3 ' U_| 

= ÏTO ’ 

ot il ne reste plus qu’à trouver les valeurs de Xo , X,, etc. ; 
ce que l’on peut faire très-aisément de la manière sui- 
vante. 

I.es équations (8) (|ui déterminent ces facteurs expri- 
ment que l’équation 

?{V) = O 

a pour racines V,, V j , . . . , V'„ , excepté V ,, ; mais l’équa- 
tion (4) 

•}(V) = o 

a ces mêmes racines, y compris Vp ; et comme d'ailleurs 
les plus hautes puissances de \ dans y(^ ) et dans 
otu pour coefficient l’unité, on aura identitpiement 

' V— Vp 

ou , en développant le quotient de (^ ( V ) par V — V^, , 

y ■ V ) = V -f- P, v“-' -+- P., v''"'’ 4- . . 4- p,«-, 

-t- Vp 4- P, Vp 4- P„-, Vp 

+ Vp Pp_3 Vl 


4- P, v; 


Kii identiiiani cette valeur de y(V ) avec celle donnée par 
rét|uation (d), on obtient les valeurs suivantes des fa<’- 


Digilized by Google 



i.îH 

leurs 


OR/.IEMK I.EVOJ'- 


'^tjL - 2 1*1 “H V'p , 

À„_, = 1>, + I>, V,, + , 

., = p,+ P,V^-f- P, Vp +- \'p, 


À„. . . = P,„_, + P,u-2 Vp + . . . + P, Vp~'+vf ■ ' , 

Ces facteurs étant tous exprimés en foiictinn de Vp et 
des cjuantilés connues, il en sera de iiiènie de y^. On 
peut donner à l'expression de_)^ une forme très-simple. 
En faisant , pour abréger l’écriture, 

I «— 1 “ 1 *4“ P| 3 “f“ Pj ^;A— 3 “H - ■ • ~t~Pp-.;t| -p P;«*) tfty 

Tp_j = /u— >+P| t/l-i-h Pjtu_4-)-. • . + Pp_2to> 

Tu_j = /p_j -p P, + -f- Pp. J , 



T, =t, -+- P, t„1 

r„ = <„; 

le numérateur de la valeur de » , donné par ré([ua- 
lion (p), sera 

Tp Vp -f- 1 1 V P ' , -p I «_ï Vp 'P Ta— t , 


l’i quant au dénominateur, il est égal à <jplVp), c’est-à 


dire à la valeur que prend la fraction - — -- pour V=V p : 
«•elle valeur est '^'(Vp), désignant la dérivée de (}/. Oi-, 


,j,'(V) — f*V -H ( (A - I ) P, V'“ V . . . 4- IV-2 i 
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on aiu'a ilont; la valeur suivaiile de r„ 

'' r 

T. V^-' + T, Vp ■+- T,„_ , 

(> *) = 

■ fz V“- ' + ( fz- 1 ) P, V“-' -f- ... 4- 2 P/.-,Vp + Pp_, 

P P 

ou, en désignant simplement par V’ l’une quelconque 
des valeurs V,, V, , etc., par ) la valeur correspondante 
de J, 

(i2) /= , 

pV“"’-|-(fZ-l)P,V'‘-’4- ... 4-2Pa_zV4-P/z-, 
valeur que nous représenterons aussi , pour abréger, par 

0(V) . 

■'“'l'HV)' 


Examen des cas paiticidiers qui font exception . 


D’après ce qui précède, les valeurs de j , , j j , .. , y 
s’exprimeront rationnellement et en fonction de \t, 
\sj Vp,, respectivement par les formules 


(i3). y, 


fO'z)’ 



Mais quelques-unes de ces équations seront illusoires si 
l’équation 

-,!-(V) = o 

a des racines égales; elles le seront même toutes si la pré- 
cédente équation en V n’a que des racines innltipbîs. 
Toutefois, si Vp est une racine simple de l’équation «;n V , 
la valeur correspondante sera, dans tous les cas, donnée 
par la formule 

■ P f (Vp) _ 


I.es cas d’exception que nous venons de signaler peuvent 
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«‘villi’iiuiieiil SC- [crùsL-iiUT ; car, bien ([ue les ionetioiis 

V,, V,,..., v„ 

soiciil distinctes, <|iiant à la forme algébrique, si les quan- 
tités x't, Xj, etc., dont c-lles dépendent, ont des valeurs 
déterminées, quelques-unes de ces fonctions peuvent être 
nwnèriqucnicnt égales. Alors les équations (5) sont insuf- 
lisantes pour déterminer y,, j », etc. 

Supposons, par exemple, que ^'5 = \ ,, mais que toutes 
les autres valeurs de V soient dillérentescl disiinctc-sde V, : 
les inconnues y, et ft n’entreront dans les équations (5) 
epu! combinées entre elles par voie d’addition , et ces équa- 
tions (5) ne pourront déterminer que 

(/> -t-rO. r.M ■ • • . y ^ > 

<|lii sont au nombre de p — i ; l’utte des équations (5) de- 
vietidra inutile, et en se bornatU aux u — i premièrcîs, 
on aura 

{/■ +y^) H-r* -t- • ■ • + A a — 'oc 
V,(y, Vyy, + .. . -yV^.) „ = t,, 

V;(y, -l-y,) V’ /> + ■ ■ • +V ’ = U , 


Vr'(r. + V f-\y. H- . . . -4- : 


l-in opérant sur ces c-quations, comme nous avons fait sitr 
les écjualions (.')), on déterminera les inconnues 

y> j3, . ■ • , 

(|ui se trouveront (exprimées respectivement en Ibnclion 
rationnelle de 

V, ou V,, Vn„ . ., V „. 

Im généralement si l’é-quation 

'Kv) = o 
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a a racinc.s égales à V, , S racines égales à V,, etc., les 
équations (5) , dont quelques-unes deviendront alors inu- 
tiles, ne pourront faire connaître que la somme des a va- 
leurs de y, qui correspondent aux a valeurs de V égales 
à V,, en fonction rationnelle de V i ; celle des ê valeurs 
de r, qui correspondent aux ê valeurs de égales à \'j, 
en fonction ralionncllc de \ j , et ainsi de suite. Voici 
comment on pouri’a, dans ce cas, déterminer les valeur.s 
de y. 

■Supposons (|u’on ail ces a: valeurs de V égales entre 
elles , 

V, = V,= . . . =V„ ; 

un pourra calculer, en fonction de V ,, la somme 
-I- -t- . . . 

On pourra aussi calculer, de la même manière, la somme 
des carrés de ces (juanli tés , la somme de leurs cubes , etc. , 
et enfin la .somme de leurs puissances a ; on pourra donc 
foriner (deuxième leçon) rétjualion de degréot, qui a pour 
racines les quantités y,, > Ainsi, (|uand l’équa- 

lion en V^ a des racines égales, la détermination de la 
fonction y, semblable à V, peut dépendre d’une équation 
du second , ou du troisième, ou etc., degré. 

ün peut former, sans faire de nouveaux calculs, la 
somme des valeurs de y qui correspondent aux valeurs 
égales de V, et la déduire des équations (i3). Supposons, 
par exemple, cjuc V, = V,, mais que les autres valeurs 
Va, Vj, etc., soient dilTércntes deV,-, augmentons les coelti- 
cients de l’équation proposée (i) de quantités infiniment 
petites, de manière que Va ne soit plus égal à V’,, et po- 
sons V’a = V’, -4- fl, fl étant un infiniment petit : on aura 

_0(V,) . 
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•I, I V , = ( V- V, ) ( V -V, - /i) ( V ) ; 

on aura, en différen liant, 

•/(V) = (V-V,)(V-V,-A) i;(v)-h(2(v-v,)-Ai,!,,(v\ 

et , par suite, 

f(V.)= -/<•?-, (V,), -{/'(V, +-/<) = //•]-, (V, -4-/,), 

ou, en négligeant les puissances de h supérieures à la 
preniière dans V, -f- h ) , 

f (V, + /,) = // 

O'aprèscela, les valeurs de j, et y, seront 

— t>(Vi) 0(Vi-4-//) 

donc 

_ H(V, + /d-H(V,) 

Otte équation est inexacte, puisque nous avons négligé 
les puissances de h supérieures à la première-, mais elle 
sera exacte à la limite, pour /i = o , c’est-à-dire quand 
on égalera à zéro les quantités ajoutées aux coetlicients <le 
l’équation proposée, ür, pour /j = o, on a 


•MV-) = l"n jvirvj,' 1’"'"“ V = V,, 


c’est-à-dire 






on Ultra donc , eniin , 


>•. -t-Jv _ M'(V.) 
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fl l’(>n fi-raii voir assez aisément que si l’on a , en général , 


v, = v, = .. . — V,, 

on aura (>n même temps 

, ,, 

■ i-l) — — = . 

^(V,) 

en sorte qu’on obtiendra la moyenne arithmétique des 
valeurs de j qui correspondent aux valeurs de V égales 
«à V,, en prenant la valeur illusoire de y, donnée par les 
équations (i 3) , et substituant au numérateur et au dé- 
nominateur de cette valeur de y,, leurs dérivées d’ordre 
a — 1 par rapport à V,. La démonstration de l’équa- 
tion (i4) n’od'rc aucune difficulté; mais comme cette 
formule est seulement curieuse, et ne nous sera d’au- 
cune utilité, nous nous bornerons aux développements 
tpii précèdent. 

Méthode pour calculer une fonction des racines d’une 
équation, quand on connaît une autre fonction quel- 
conque des racines 

l.a théorie qui vient d’être exposée peut être aisément 
étendue au cas où la fonction inconnue y n’est pas sem- 
blable à la fonction donnée 

Nous désignerons toujours par .r, , Xs,. . .r,„ les m 
racines de l’équation proposée, et par M le produit 
1.2.3...»/. Si l’on applique simultanément aux deux 
fonctions \ et y les M substitutions que l’on peut faire, 
il en résultera pour V, M valeurs 

\ \ \ V 

et pour y, M valeurs correspondantes 
-t I > J' Il /!)•••) J 
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le noiiihre des valeurs distinctes de \ ou de ) , s’il ii’cst 
pas égal à iM , sera un diviseur de M , ainsi cjuc nous 
l’avons démontré au commencement de celte leçon. Il 
convient de distinguer deux cas : 

i". Supposons d'abord que les M valeurs de V soient 
distinctes, algébri(|uemenl parlant, (•<■ qui n'empêchera 
pas (]ue tpielque.s-uues de ces valeurs ne puissent être 
nuuiériquemcut égales, et ne laisons d’ailleurs aucune 
hypolhc.se sur le nombre des valeurs distinctes d<! ■) . 
Dans ce cas, la méthode précédemment exposée s’appli- 
quera, sans modilicatiou , à la détermination de chai(ue 
valeur de v Cti lonction de la valeur corres|>ondante de ^ . 
On aura toujours, «ùi conservant nos mêmes notations, 

y= T.V“-' .h-T, _ e(V) ^ 

seulement, on aura ici p = M , et en donnant à V sucees- 
sivemeiU ses ÎM valeurs, l’écpaaliou précédente fera con- 
naître toutes les valeurs de y chacune répétée le même 
nombre de fois, et exprimée chacune par la valeur de V 
correspondante. Si l’éijualion (|/{V)=o a des racines 
égales, on opérera identiquement, de la même manière 
que si \ et Y étaient fonctions semblables. 

• 2 ”. Supposons que le nombre des valeurs distinctes de V 
soit moindre (jue M ; désignons-le par u, cl po.sons 
M = nu; 

les iM valeurs de ^ , 

V,, V , . V„. 

se partageront alors en u groupes coiilenaiii chacun //• 
valeurs égales. Soient 

V V V 

* 1 ) ’ï? > *n> 

V Y 

V y 

(a«f ) ft-H* > ’ ü ;i > 
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ces p. groupes, et désiguoiis toujours par la valeur de r 
correspondante à Vp. 

Pour ramener ce cas à celui des fonctions semblables , 
désignons par z une fonction symétrique et rationnelle 
quelconque des quantités 

y i t Xi 1 ‘ ‘ y y ny 

il est évident que V cl z seront des fonctions semblables ; 
on pourra donc exprimer z en fonction rationnelle de \ . 
Quand on aura ainsi calculé n fonctions symétriques 
des quantités ri J .) s, ,y„, on pourra former l'équa- 
tion du degré n , qui a pour racines ces n valeurs de y. 

On voit, par ce qui précède, qu’on pourra toujours 
déterminer les racines x,, x, , . . . , x,„ d-une équation 
donnée, si l’on connaît la valeur d’une fonction V de ces 
racines; pourvu que les i .a.3. . . ni valeurs que prend 
cette fonction, quand on y permute les racines, soient 
diflérentes, non-seulement sous le rapport de la forme 
algébrique, mais encore au point de vue numérique. 

En elfet, on peut supposer que la fonction inconnue j' se 
réduise à l'une quelconque des racines, tà .x, par exemple; 
alors on pourra exprimer x, en fonction rationnelle 
de V' et des coefficients de l’équation proposée : si ensuite 
on suppose que y se réduise à une autre racine x, , on 
pourra de mémo exprimerxt en fonction rationnelle de V, 
et ainsi de suite. D’où il résulte que si la valeur donnée 
de \ est commcusurable, les racines de l’équation pro- 
posée seront toutes commensurables. 

Mais si la fonction V n’a pas toutes ses valeurs dis- 
tinctes, que l’on ail, par exemple, 

V, = V,= V,, 

et si , faisant loujonrs y = ,t , , les valeurs de v correspon- 
dantes sont 


l>^/.li■,\IF. I.KÇON. 

la mélhofle piécwleiiie ne fera plus «omiailrf ces racines, 
elle peiineura sciileinent de former rétjualion du troi- 
sième degré, dont elles dépendent. 

La théorie (jui vient d’être exposée comprend tout ce 
que l’on sait de plus général sur rabaissement des é-qua- 
tions quand on connaît une relation entre les racines, car 
ce cas est évidemnicnl le même ipie celui où l’on donne la 
valeur d’une fonction des racines. 
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Application dn la théorie exposée dans la leçon prccédciUc. — Nouvelle 
démonstratioTi d'un théorème établi dans celte leçon. 


Application de la théorie exposée dans la leçon 
précédente. 

Quoique la théorie exposée dans la précédente leçon 
soit très-simple, je ne crois pas inutile de montrer sur 
un exemple comment les calculs doivent être exécutés. 

Nous nous proposerons de calculer l’une des trois ra- 
cines Xi, Xt, X, de l’équation du troisième degré 

— 6 j:’ -f- I I X — 6 = 0, 

.r, par exemple, sachant que la fonction 
V = X, + 2 X, — 4 -Ta 

est égale à 3 . 

I'’a isons 

y = x„ 


et appliquons aux fonctions V et j" les i .2.3 = 6 substi- 
tutions 



il en résultera les six valeurs suivantes pour V cl y : 


V, = .r, -h 2X., 

— 4.X3, 

j'i — 

V, = X, -t- 2X, 

— 4^». 


Vj = X, -H 2 X, 

— 

h 

II 

V, = X, -l- ?.x, 


11 

Vj = Xj H- 2 x, 

— 4-*^m 

— X;„ 

V, = X, -P 9 . X, 

— 4 -»^n 

r. = ^3- 


in. 
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On fornipra IVr|iialioii du sixième degré en V, 


V« -I- P, V' + P, V + P, V’ -I- P, V’ + P. V H- Pe = O, 
el l’on trouvera 

P, = 1 2 , Pj = — ?■ , P., = — 336 , 

P, =r — 7.87, Pi=-2o53, Ps=: 5.016; 

on ealrulera ensuite les quantités I,, /,, /i, 

telles que 

^.r =6, 

2 V’.r = 6, 

2) V‘.r = q, 

par la mélluxle des fondions symétriques : on trouvera 
ainsi 

^0=12, e ^= z — 16, ^=264, 

— I 2,40 , ^4 = I I 592 , — — 80296 ; 

et en posant, comme précédemment, 

Ts =3 r, -H P, -hPif 3 -t- Ps^ + -f- P5/-, 

T* = ^4 + P( “h Pï ^a H- P3 - 4 - P* ^ 

T3 =3 H- P, ti -f- Pî^ * 4 “ P3 t 

r, ^3 -t- P, /, H- P-j ^0 1 

T, — /, + P, , 

T„ — tg , 
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Tl = 1 800 , T, = — 1 884 , Tl = — 2072 , 

Tl = 48 » T| = 1 28 , T» = 1 2. 

Maintenant la formule générale 

T„ + T, V* 4 - T, 4- T, V’ 4- T, V 4- Ti 
“ 6V‘4-5P,V‘ 4-4PiV^4- 3PiV' 4-2P,V4- Pi’ 


(ui l’on doit all'eeter et 'V de mêmes indices, devient 

_ I2V^4- i28V‘4-48V^— 2072V^— i 884 V 4 - 1800 
6 V‘ 4 - 6 oV* — 8V= — ioo8V^ — 5 ^ 4 V 4- 2 o 52 


Pour avoir la racine x, , il faudra faire V =8, et l’on 
trouvera ainsi 



On voit, par ce qui précède, que les calculs auxquels 
conduit notre théorie sont d’une longueur rebutante, 
môme dans les cas les plus simples; mais il ne faut pas 
oublier que nous nous plaçons au point de vue théo- 
rique, bien plutôt qu’à celui de l’application. Toutefois 
ces calculs se simplifient en suivant une nouvelle marche 
indiquée par Gallois. • 


Nouvelle démonstration d’un théorème établi dans 
la leçon précédente. 


Théorème. — Si 

(0 /W = o 

est une équation quelconque de degré m, mais qui n'a 
pas de racines égales, et que 

V = <(. (a;, , .r. , . , 

soit une Jonction rationnelle des racines .r,, , v,„ 
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(te r équation (i), leUctmait chôme, que les i . 2.3. . .m 
■valeurs quelle prend , quand on j permute les racines, 
soient toutes différentes ^ on pourra exprimer les m ra- 
cines ,r,, X,,. , . , x„, en fonction rationnelle de V. 

N oici cominuiil Gallois démontre ee théorème dans le 
Mémoire inséré au tome X du Journal de Mathéma- 
tiques de M. Liouville. 

Nous désignerons par V, la valeur donnée de \ , et 
par 

V,, V,,..., 

les i.a.3... {m — i) valeurs (jue prend V, quand 
on y permute les m — i racines 

•*’i ) • • • > '^m » 

sans elianger la place de x, . On aura alors une équation 
en \ du degré p, savoir ; 

(V-V,)(V- V,)...(V-V^) = o, 

dont les racines V,, V,, etc. , seront toutes dillérentcs, et 
dont les coefficients , qui sont des fonctions symétriques 
des racines .Tj, Xs, . . . , x,„ de l’équation 

/w 

7 =:^; 

s’exprimeront rationnellement par les coefficients de celte 
équation, c’est-à-dire en fonction de .r, et des coefficients 
de l’équation proposée (i). Par suite, l’équation (a) pourra 
être mise sous la forme 


(3) 


F{V, .r,) = o, 


F désignant une fonction rationnelle de V et de x,. Or 
l’équation (a), ou l’équation (3), est satisfaite pour V=Vi; 
on aura donc identiquemcnl 

F( V,, X,) = O. 
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D’où il suit que réquatioii 

(4) F(V,,x)=:o 
sera salisfaile pour 

j; = ar, , 

et, par conséquent, les équations (i) et (4) auront une 
racine commune x, . Je dis, de plus, que ccs équations 
ne sauraient avoir d’autre racine commune. Supposons, 
en ellét, que l’équation (4) soit satisfaite pour .r = Xi, on 
aura identiquement 

F(V„.r,) = <>; 

par suites l’équation 

(5) F(V, x,)=o 

sera satisfaite pour V = V',. Or l’équation (5) se déduit 
de l’équation (3), ou de l’équation (a), en changeant x, 
et X, l’un dans l'autre ; d’ailleurs, par ce changement, 
les quantités V,, Vj, . . . , sc changent en d’autres V', , 
\ î toutes distinctes des premières par hypothèse; 
l’équation (5) peut donc se mettre sous la forme 
(v-v')(v-v;)... (v-v;) = o, 

et ne saurait avoir V, pour racine. 

Les équations (i) et (4) n’ayant que la seule racine 
commune x,, on déterminera aisément cette racine. Pour 
cela on cherchera le plus grand commun divi.seur entre 
/ (x) et F(V|, .r), et l'on poussera l’opération jusqu'à ce 
qu’on obtienne un reste du premier degré en x: en égalant 
à zéro ce reste, on aura une équation qui fera connaître 
la valeur de .r, , 

X, -.= i}i(Vi) on X| = >J/(V); 

et (Cite valeur de x, sera évidemment rationnelle en 3 , 
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car l’opération du plus grand coniniun diviseur ne peut 
jamais introduire de radicaux. 

On pourrait opérer de même pour trouver les autres 
racines, et l’on aurait ainsi pour toutes ces racines des 
expressions rationnelles, telles que 

ConoLLAi reI . — I, ' équation enVdu degré M = i . 2 .d. . 
qui a pour racines toutes les !M valeurs de V, et dont 
les coelHcients s’expriminit rationnellement par ceux de 
l’équation proposée, jouit d’une propriété assez curieuse: 
c’est que toutes ses racines peuvent être exprimées ration- 
nellement par l’une quelconque d’entre elles. Soient, en 
eflét, V et V. deux des valeurs de V ; est une fonction 
rationnelle des racines a:,, Xj,... , x,„, lesquelles, d’après 
ce qui précède, sont des fonctions rationnelles de V ; on 
aura donc 

V, = (-)(V), 

H désignant une fonction rationnelle. 

ConoLLAinE II. — On peut aussi déduire, de ce qui 
précède, la proposition suivante ; 

Étant données tant d’irrationnelles algébriques qu’on 
voudra, on peut toujours les exprimer toutes en Jonction 
rationnelle d'une même irrationnelle. 

Soient , en elfct , 

♦^*1 » • • • J 

n irrationnelles algébriques quelconques ; on pourra lor- 
mer une équation d’un certain degré m , à coellicients com- 
* incnsurables , dont ces n quantités seront racines, et qui 
n’atira pas de racines égales. Soient 

le.s m racines de celte éciualion, cl désignons par \ une 
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fonction rationnelle de ces m racines telle, que les valeurs 
qu’elle prend par les substitutions soient toutes dis- 
tinctes. V sera une irrationnelle algébrique en fonction 
rationnelle de laquelle les n irrationnelles données pour- 
ront s’exprimer, d’après le théorème précédent. 

Nous admettons comme évident qu’on peut toujours 
former une fonction rationnelle de m quantités inégales 
telle , que les i . 2 . 3 . . . m valeurs qu’on en déduit par les 
substitutions soient dilférentcs. 

Application à un exemple. — Le théorème précé- 
dent fournit une méthode beau<;oup plus simple que 
celle qui résulte de la théorie de Lagrange, pour déter- 
miner les racines d’une équation quand on se donne une 
fonction de ces racines. Nous prendrons comme exemple 
le cas de l’équation du troisième degré. 

Soit l’équation 

( 1 ) JC^ p,x^ p.^x P^t= O, 

et posons 

V = ax, bx, ex 3. 

En permutant les lettres et a:,, on aura ces deux va- 
leurs de V, 

V, = ax^ q- hxj -(- CX3, 

V, = n.e, 4- bx^ -|- c.c, ; 

l’équation en V sera alors 

(V-V,)(V-V,) = o, 
ou 

V’ — [2 nxi -h (A H- c) [x, -h j;,)] V 

H- [n’ -f - ri {b-^c)Xt(x,-i-X3)+bc {.v\ -(-.r,) ■+■ — o. 

On peut chasser jc, et .v, de cette équation à l’aide des 
relations 

H" “■ -C 1 y 

.r, X3 = /), — X, {.i-3 -f- .r,) = p, -+- />, X, 

■ 1 -; H-a= = (/<; ~ 2/^,) — 
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rt l’on aura 


noi AlKMh I.KlfOft 


I V’ — [(3 « — h — f) X, — //, (Il + f)j V 1 

I (rt’ + /)'' + r’ — ah — rtc — hr^ .i J I > = o. 

^ I — ah — ac p,x,-^brjt\ — [b — <)’/<, J ) 

Il faudra iiiainUuiaiit , pour avoir j",, faire x = .i| dain> 
le premier membre do l’équation (i) et ehereher le plus 
grand commun diviseur entre le polynôme que l'on ob- 
liendra ainsi ei le premier membre de l’écpialion (3) ; 
il n'y a même aucun calcul à faire dans le cas parliculiei' 
où l’on a 

rt’ 4- ê’ -t- <•’ — a b — rtc — bc =r «) ; 

car alors l'équation (2) ne contient plus que la première 
puissance de X|, et fait connaître immédiatement sa va- 
leur. Ce cas simpb; se présente si l’on prend pour fc, c 
les trois racines cubi(jues de runité. 

Soit a une racine cubique imaginaire de l’unilé, et 
j>osons 

rt = I , b — a, r — 

on aura, en remarquant que œ -4- -H 1 = o , 

— p, V -H — 3/a,) 

X, - - 
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Propriétés des racines de l'équation binôme. Des racines primitives et de 
leur nombre. — Digression sur la résolution numérique de réquatioii 
à laquelle se ramène l'équation binôme, quand ou lui applique lu 
méthode d'abaissement des équations réciproques. Exposition de la 
méthode de M. Sturm pour la séparation des racines. 


Les racines de l'unité jouent un rôle important dans la 
théorie de la résolution algébrique des équations, dont 
nous allons bientôt nous occuper; je crois donc utile de 
rappeler ici les propriétés de ces racines, dont quel- 
ques-unes sont démontrées dans les Traités élémentaires 
d’ Algèbre. 

Propriétés des racines de l’équation binôme. Des 
racines primitives et de leur nombre. 

I. Les racines communes n deux équations binômes 
de la forme 

x” — i , x" =: I , 

sont également racines de l' équation 

oit 0 désigne le plus grand commun diviseur des nom- 
bres m et n. 

Supposons, en ellet, que l’on ait à la fois 

a” — I Pt a" ~ I ; 

soit m^n .1 et désignons par q le quotient et par r le 
reste de la division de m par n , en sorte que /« = nq 4- r : 
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ou aura 

3t"»+'=i, OU a"1.a' = i. 

Mais , à causi! do «'* = i , on a aussi a"'i = i ; dorn^ 

*'■ = I . 

D’où l’on conclut aisément que si r, r", , 0 sont les 
restes auxquels conduit la recherche du plus grand com- 
mun diviseur des entiers m et « , on aura 

a' = l, a’’ = I , . . . , = 1 , 

et, par conséquent, toute racine commune , œ, aux deux 
équations proposées, est aussi racine de 

Il est évident d’ailleurs que, réciproquement, les racines 
de cette dernière équation appartiennent aux deux équa- 
tions proposées. 

Il résulte de là que si m et n sont premiers entre eux , 
les deux équations 

x"' = I , j:" = I 

n’auront d’autre racine commune que l'unité , et <|ue, si 
m est un nombre premier, l’équation 

x"' = I 

n’aura de racine commune autre que l'unité, avec au- 
cune équation de degré moindre. 

II. Si a fli'signc une racine quelconque tic l' équation 
lu nome 

.r" =: I , 

toute puissance de a. sera aussi racine de. la nicnie équa- 
tion. 

L’é<juation 
entraine, en cU'el , 

a**— I, (ill 
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et, par ronséquent, tous les termes de la série 
oc, a\ a’,. . . 

seront racines de la même équation. Or, à cause de a"‘= i , 
on a aussi 

a”-*-'=a., a'"+’ = a%. . 

d’où il suit que la série précédente contiendra au plus, 
comme cela doit être, in quantités distinctes, savoir : 

a, a’, a^, ..., a"~', a” OU I. 

Si ni est un nombre premier, et si a n’est pas égal à 
l’unité, les m termes de la série précédente sont diflé- 
rents ; car si l’on avait, par exemple, 

= a"', 

n' et n //' étant inférieurs à /«, on aurait, en divisant 
par a"'. 



ce qui ne peut être , puisque l’éfjuation x"‘ = i ne saurait 
avoir d’autre racine commune que l’unité avec .1“ = i. 
Il en résulte ce théorème : 

Si m est un nombre premier, et a une racine quei- 
conque de l’équation 

jf =1, 

autre que^V unité, les m racines de cette équation seront 
représentées par 

oc, a% a’,..., a""', a". 

I.a proposition précédente n’a plus lieu lorsque ni est un 
nombre composé , et qu’on prend pour or une racine quel- 
conque de 

,r” = 1 ; 

mais elle aura lieu évidemment, d’après ce qui précède, 
si l’ou prend pour a uin‘ racine qui n’appartienne c'ii 
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même (einps à aucune wjualioji .r" = i île degré n infé- 
rieur à m. 

Cela posé , nous appellerons racines primitives de 
réijuation binôme 

X” = I , 

les racines de cette équation qui n’appartiennent à au - 
cune équation dedegi’é moindre et de même forme, telle 
que 

= I . 

Si rn est premier, toute racine de i, autre que i, 

est une racine primitive; et, dans tous les cas, chaque 
racine primitive jouit de la propriété de pouvoir donner 
toutes les racines par ses diverses puissances. 

Nous allons démontrer actuellement l’existence des ra- 
cines primitives pour toute équation binôme, de degré non 
premier, et déterminer en même temps le nombre de ces 
racines primitives. 

III. Considérons d’abord le cas où le degré de l’équa- 
tion binôme 

.r”'= 1 

est une puissance d’un nombre premier p, et soit 
toute racine non primitive de l'équation 
doit appartenir à une équation telle que 



où 0 désigne un diviseur de p'^ : mais tout diviseur de />“ , 

autre que p’’ lui-même, doit diviser ; donc les ra- 
cines de l’équation précédente, et par suite toutes les 
racines non p/vVwVù'cs de la proposée, doivent appartenir 
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D ailleurs toutes les racines de cette dernière appartien- 
uenl évidemment à la proposée; le nombre des racines 
non primitives de la proposée est donc p^~’, et, par 
conséquent, celui des racines primitives est 

P‘ ', jiu I I — _ oti — 1 j . 

Nous allons maintenant faire connaître la manière dont 
sont formées les racines primitives. 

('onsidérons toujours l’équation 

et soient o, une racine quelconque de l’équalioii 

xl-=i, 

O» une racine quelconque de 

■vP — g, , 

ëj une racine quelconque de 

rp = e,, 

et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on obtienne une dernière 
équation 

XP — g y_, , 

dont nous désisnerons par S„ une racine quelconque. Si 
l’on fait 

(^) * — g,6,. . . S g , 

cette expression de a, qui a p " valeurs, puisque c, a p va- 
leurs, qii a chacune d’elles correspondent p valeurs de 

oj, etc., donnera précisément les racines de l’éiiua- 
tion (i). 
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On voit d’aboul i|uc les vali ius tli' a sati.sfoiit à l’ôqua- 
lion (i), car on a 




n, par suite. 




I . 


Il suffit donc de démontrer que les valeurs de a sont 
distinctes. Supposons que deux de ci’S valeurs soient égales 
entre clics, que l’on ait, par exemple, 


(3) e,6,6,..,6_e„ = e'.ê' ; 


en élevant cette égalité à la puissance p, et se rap}>elant 
que 



Uf=., 

11 


VH; 


II 


on aura 

(5) 

êi 6 , 63 . . 

■ V. = «'■ 



Des égalités (3) et (5) on tire 

en opérant sur l’égalité (5) , comme nous venons de faire 
sur l’égalité (3), on obtiendra 


6 = 8 ’ 
fi-t /i~i 


et, en continuant ainsi , on arrive à cette conséquence, 
que l’égalité (3) ne peut exister à moins qucjes quantités 
g,, 6,,..., Êjui ne soient égales cliacune à chacune aux 
quantités 6',, 6',,. . êÿ. D’où il suit que l’équation (a) 
donnera ell’ectivemeni toutes les racines de 1 e(|ua- 
tion (i). 
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Cherchons inaiiuenaiit quelles sont celles de ces ra- 
cines qui sont primitives. Comme nous l’avons déjà re- 
marque, les racines non primitives de l’équation (i) soni 
celles qui satisfont à l’équation 

/ ' 

X = I . 

Supposons donc que l'on ait 

(6, 6, 6,. , . êja) = I ; 

en supprimant les facteurs égaux à l’unité, cette équation 
se réduit à 

( 6 ) 6 ^ 

Mais des égalités (4) on déduit 

^—1 /U—j 

V P P P 

=g^_, =...=: g; = e,; 

par suite, l’équation (6) exige que 

g,= I. 

Par où l’on voitquc la valeur dea donnée par l’équation (a) 
sera une racine primitive ou non primitive de l’équa- 
tion (i), suivant que ê, sera différent de i ou égal à i. 

De ce qui précède on peut conclure la proposition sui- 
vante : 

Théorème. — La résolution de l’équation binôme 
x"‘ = i^dont le degré m est une puissance p (T un nombre 
premier p, se ramène à déterminer une racine 6, autre 
que r unité de l’équation x’’ = i, une racine ê, quel- 
conque de l’équation x'' ■= 6,, puis une racine quel- 
conque ê, de X'’ = ës, etc. 

Car on aura, par ce moyen, une racine primitive de 
l’équation proposée, laquelle donnera toutes les autres 
par ses diverses puissances. 

1 1 


by 
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|\ . ('.«ms'ulérons maitilfiiaiil Ir cas t;«'‘iiiTul où le tlc- 
(le IVaïualion biticMne 


fl) 

est un iiombic compost* (jiic1coik|U(' ; (l(•composons ce 
nombre en ses facteurs premiers, et soit 

m - r\ 

/>, ;• désignant des nombres premiers quelconques 

inégaux. 

Ferivons les étpiatious 

(2) ./ = '> .r’ =1,.. = i; 

désignons par o une racine quelconque de la première, 
par y une racine quelcoiitjue de la .seconde, etc., par à 
une racine ((uelcontpie de la dernière, et jKtsons 


(3) a = S7 . . . rî. 

Cette expression de a a in valeurs, puisque ë, y,. . ., 0 
ont respeeli veinent q',. , r' valeurs; je dis que ce 

sont précisément les m racines de l’équation (i). 

il est d’abord évident que la précédente valeur de a 
satisfait à 1 équation (i), ('ar ou a 



et, par suite, 
d’où 




a 


ni 


I . 


Il faut prouver maintenant que les m valeurs de a sont 
dillérentes. Supposons, en ellet, (|ue deux de ces valeurs 
de a soient égales, que l’on ait, par exemple, 

comme les quantités ê', (J' ne sont pas toutes égales 

respectivement à o", •/', . . . , ô", admettons que ê' dilfère 


s 


'viCi, 
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l6S 

(Je 6", et élcvonsIVgalilé précédente à la puissance q' ...r^ , 
on aura 

J V J 


(S'7'...^Y 


= (6" 7"... 5 ") 


et en supprimant les facteurs égaux à i , 




=3 




mais 6' et étant deux racines distinctes de l’équation 

I , peuvent s’exprimer par deux puissances d’une 
même racine primitive 6 de cette équation ; posons donc 
e' = g"-*"'', g" = g"', 

n' et n étant Alors la dernière égalité deviendra 




= g 


ou, simplement. 


g = 1 ; 

d’où il suit que S est une racine commune aux deux 
équations 

i* A 

P "î •••'■ 

,r r= I , X = ■ > 

et satisfait, par conséquent, à l’équation 

j :®= 1, 

Ô désignant le plus grand commun diviseur à et 
nq ' . . . Mais ce plus grand commun diviseur 0 est au 
plus égal à «, et, par conséquent, inférieur à p^^\ donc, 
S n’est pas, comme nous l’avons supposé, une racine 

primitive de jr = 1 . 

On voit, par là, que l’équation (3) donnera bien les m 
racines de l’équation { 1 ). 

Je dis maiittcnaiil que si o, y,...,d désignent des 
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ra< iiii’s |)iijiiiliv<'s d(> cclliîs des (Hjiiaiioiis uiixcjik'IIcs 
flics appariieiiiifiit rfspecii\L'mfiil, la valeur do a doii- 
iiff par rf(|ualiüi» (3) sera une raeine primilive de l’équa- 
lioii (i). 

Si, en <‘lVel, le contraire a lieu, a satisfera à une équa- 
tion 



dont le degré B est un diviseur de /«, et il v aura au moins 
un facttmr premitu', parmi ceux de /«, qui entrera dans B 
un moins grand nombre de fois que dans m : supposons 
<[ue le facteur premier p soit dans ce cas, B divisera 
' q' . . .r\ et , par suite, a sera racine de l’équation 


l4) 


U — I V i, 

P q •• r 


on aura donc 


Mais 

donc 





A 




d’où il suit (jue ê est racine de l’équation (4); or elle 
l’est aussi de la première des équations (a), d’ailleurs, 1 /l? 
plus grand commun diviseur entre les degrés de ces deux 
équations est donc o sera racine de l’équation 


ce qui est contre riiypotlièse, puisque S représente une 
racine primitive de la première des é(|uations (a). 

Il résulte , de là , que si l’on ne prend pour 6, , tî 

que des racines primitives, de la première, de la se- 
conde, etc., de la dernière des équations (a), l’équa- 
tion (3) ne représentera que des racines primitives pour 
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rt'qualiüii (i). 11 csl d’ailleurs facile de voir que si o, ou 
y,. . ou d n’est pas une racine primitive de celle des 
équations (a), à laquelle elle appartient, la valeur de a 
donnée par l’équation (3) ne sera pas non plus une ra- 
cine primitive de l'équation (i). Supposons, en elfet , 

IX 

que ê ne soit pas une racine primitive de x = i; on 
aura alors 



et, par suite, 


ce qui montre qtie a ou Sy. . . d satisfait à une écpiation 
binôme de degré inférieur à ni. 

On peut maintenant connaître le nombre des racines 
primitives de l’équation (i). En ellet , le nombre des 
racines primitives 6 est, comtne on l’a vu précédem- 


ment 


, celui des racines primitives y est de 

même q'fi — etc., donc le nombre des racines primi- 


tives 3t do l’équation (i) est 


ou 




On peut aussi énoncer la proposition suivante ; 

TiiéORÈsfE. — La iTsolitlioa t/e l’équation /jinôirw 
X™ = I , où m est un nombre composé quelconque, se 
ramène à la résolution des équations de même forme, 
et qui ont respectivement pour degrés les nombres pre- 
miers ou puissances de nombres premiers qui divisent le 
nombre m. 

V, Soient a, 6, y, . . les m racines de l’équation 
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l(j() 

.r’" =z 1 , ou 

x" I — (I, 

m étant ijuelcoiHjiU!. Un aura , par les forniules de iNewtoii 
(première leçon), les ndatioiis suivantes ; 

a -t- 6 -f- V + -I- fti =r O , 

ü. 


x"- ' -+- g"-' -4- 7™-' + . . . -t- w”'-' = O , 

a“ 4- 6" -f- y* •+• 4- r.>" = 1 ; 

et, généralement, à eause de a™"'"'’ = a', la somme 

a^'^.C'“4-7“4-...-t-o.“ 

sera égale à i ou à o, suivant que jtx sera divisible ou non 
divisible par m. 

VI. Quant à l'équation binôme plus générale 
r” = « , 

elle se ramène <à la l'orme 


x" — I , 

si l’on pose 

m 

■ r ~ 

M 

\/a désignant l’une queleonque des quantités (jui ont a 
pour puissance 

On peut démontrer, à l’égard de ces extractions de 
racines un théorème tout semblable à celui qtii 

concerne les racines de l'unité, lorsque m est un 

nombre composé. 

Supposons d’abord que in soit le produit de deux nom- 
bres premiers entre eux p et <7, on aura 

m * 

V« = «w ; 
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or on pi'ul toujours (rouver doux onlicrs ^ cl v tels, que 
l’on ail 

/;E -h fjv = i, 

puisque /> Cl q soni preuiiers cuire eux : on aura donc 

pK+i'‘ £ " Ÿ 

V'^ = a P'I =u‘> .aP= \ja ^ . \i,i\ 

Ainsi 1 exlraelion d’une racine de degré jtq se ramène 
toujours, lorsque p et q sont preniiei's entre eux, au pro- 
duit de deux racines, l’une du degré /), l’aulre du de- 
gré q. 

On a, par exemple, ipiel que soit n , 

Kt , en général , si 

»/=p 

/», q^ . . . désignant des nondu'os quelconques premiers 
entre eux, deux à deux, ou pourra écrire 

m r ^ t '■ 

ija z= \ ) 

formule dans laepielle £ , o, . . . , o^ sont <les nombres en- 
tiers positifs ou négatifs. 

Digression sur lu résolution numérique de l'équation à 
laquelle se ramone l'équation binôme, quand on lui 
applique la méthode d' abaissement des équations ré- 
ciproques. Exposition de la méthode de M. Sturm, 
pour la séparation des racines. 

J'exposerai ici , à l’occasion de.s équations binômes, qui 
viennent de nous occuper, la belle méthode de M. Sturm, 
pour démontrer la réalité des racines de certaines classes 
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(l’é(|ualioiis , cl Hlccluer ensuite la séparation <Jc ces 
racines. 

Considérons l’équation binôme 

(1) x" — I = O, 

où tn est un nombre impair quelconque ap -f- i . Kn divi- 
sant l’équation (i) par x — i, elle devient 

(2) 

et l’on transforme, comme on sait, c<ïtte équation (2), 
conformément h la méthode des équations réciproques, 
en une autre du degré p, en la divisant par X‘“ , et posant 
ensuite 

I 

X H — = Z ; 

X 

l’équation (2), divisée par X'“, devient 
ou 

( 3 ) V,-pV,-+- 1=0, 

en faisant généralement 

on peut exprimer facilement Vj, en fonction 

de Z , de la manière suivante : 

Si l’on multiplie les deux équations 
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Ï v„_, = -h — j 4- PTIIt) = +V„_J , 

d’où 

( 4 ) v„ = zv„.,-v^,. 

Cette relation fait connaître la valeur de chaque fonction 
V„ en Z , quand on connaît les deux précédentes. Or les 
deux premières Vo et V, sont connues ; on a 

V, = + i = V„ = x‘’ 4 -^ = 2 ; 

X .TC 

T’équation (4) permettra donc de calculer les valeurs des 
fonctions V», Vj, etc. 

On trouve ainsi 

I V„ = 2 , 

V, = z, 

I V, = 3’— 2 , 

I V3 = z’— 3z, 

(5) ( V, = z' — 

1 Vj, = z=' — 5 z’4-5z, 

I V,, = z'' — 6i‘ + qz’ — 2 , 


\ 

Il serait assez difficile de déduire de ces formules l’ex- 
pression générale de iSous donnerons, dans la pro- 
chaine leçon, le moyen de former cette expression, et 
nous nous bornerons pour le moment aux remarques sui- 
vantes ; 

1 ”. V„ est un polynôme du degré // en z, qui ne ren- 
ferme que des puissances de z de même parité que // ; 
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u". Les deux piüiuicrs ttîrnu's df \ „ sont z" — nz“~'. 
Ku irft'fl, l’wjuation (4) fait voir qui- si V„_, et \ sa- 
lisfoiil à ci's conditions, N„ Y satisfera éf;aleniciit , et l’on 
voit, à l'iiispeetion des éfjuatiotis (5), qii(! N,, N s, ^ 4 
et \ „ Y satisfont . d'où l’on eoneliit aisément la démons- 
tration. 

Posons maintenant 

tii U» = V„ -t- V \ 3 -f- \'i -f- 1 ; 

lj„ sera nn polynôme du degré n en z, et l’équation (il), 
à laepielle nous avons ramené l’étpiation (i) sera, 

ll,u=:: O. 

l.es lonetioiis li„ sont susceptibles d’un mode d<; forma- 
tion identicjue <à celui des fonctions c’est-à-dire (pu- 
l’on a 

i’.n effet , on a , par l’é-quation (4), 

^ n — ^ ^ fl — l ^ n -~t y 

^ n— I — ^ ^ rt— î ^ n — 3 


V 3 — Z V I — 2 J 

en ajoutant ces é(piations, et ayant égard à l'é-quation (6), 
il vient 

lifl — V, — 1 = z( U„ — 1 ) — (li„. .3 -t 1 ) ; 
et eomnuî \ , = z , 

\7) Pfl 2U„_, lin— 3, 

éipiation qui se déduit de (4), en remplaçant la lettre \ 
par U. 

(’.omineona 

Ufl= I, U, = V, -t I = z -1 1, 


. ■ 3% ,J 
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l’équalion (7) donnera successivement les valeurs des fonc- 
tions Uî , Ü3 , etc. ; on trouve ainsi 
U.= I, 

U, = Z -t- I, 

Uj = z’ Z — I , 

U, = z’ -+- z’ — 2 Z — I , 


Quant à rexpiessiou générale de IJ„, elle se déduit très- 
aisément de celle de V„ , ainsi que nous le verrons dans la 
prochaine leçon. 

Nous allons à présent démontrer, d’après M. Sturui , la 
réalité des racines des équations 

V fjL = O ) Uy. — O , 

et indiquer, en même temps, le moyen de séparer ces 
racines. 

Do l'équation o. — Nous nous occuperons d a- 

bord de l’équation 

(.) • V^ = o. 

Considérons, avec M. Sturm, la suite des fonctions 
y fl, Vfi—i, y,'i — ''•> 

dont la dernière \'o est constante et égale à 2. Irois fout,-' 
tions consécutives V„ , V„_i, \ „_s sont liées entre elles pat 
l’équation 

r2) V„ =z zV„_, — V„_j ; 

d’où il suit ; 

i". Que deux fonctions consécutives V„ et ^„_l ne 
peuvent s'annuler, pour une même valeur de z, puis- 
qu’alors toutes les fcnetions suivantes devraient égale- 
ment s’annuler pour la même valeur de z; ce tpii est im- 
possible, la dernière étant constanie. 
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2". Que si une foiietHoii V„_, s’annule, pour une ccr- 
laine valeur de s, celle ((ui la pr<*cède el celle qui la suit 
ont des signes contraires. 

Il résulte de là que si l’on fait varier z depuis a jus- 
([u’à D, la suite des signes des fonctions \ ne pourra 
perdre ni gagner de variations, que lorsque z passera 
par une valeur annulant et que si la suite des signes 
des fonctions V perd ou gagne k variations (juaud z varie 
de J! jusqu’à o, l’équation (1) a au moins k racines com- 
prises entre « et 6 . 

Cela posé, on déduit aisément de l’équation (2), «pu; 
l’on a pour z = — 2 , 

V,= H-2, V,=— 2 , V,=-t-2, V3 = — 2 ,..., 

et , pour z = -)- 2 , 

V,= -|-2, V, =-f-2, V, = -(-2, V3 = -t-2,...; 


en sorte que la suite des signes des fonctions V perd p 
variations quand z varie de — 2 justpi'à -f- 2; d’où il 
suit que l’équation (i) a ses a racines réelles et comprises 
entre — 2 et -f- 2. 

F.n outre, à cause que toutes lt;s racines sont réelles, 
la suite des signes des fonctions \ perdra elfectivement 
une variation chaque fois que z , variant de — 2 jusqu’à 
-h 2, dépassera une racine de l’équation (1), et cette 
variation se perdra entre les deux premiers termes de la 
suite, de manière que Vu_, jouera, par rapport à V^, 
le môme rôle que si elle en était la dérivée; ce qui veut 
dire «jue les racines de = <> pourront s«;rvir à la 

séparation des racines de V^ = o. Enlin, si a et 6 sont 
deux nombres «jutdconques compris entre — 2 et -I- 2 , 
l’équation proposée aura autant de racines entre a et o , 
«pi’il y a d’unités dans l’excès du nombre des variations 
de signes de la suite des fonctions V pour z = a, sur le 
nombre des variations de signes de cette suite pour z — ë. 
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De réqiialinti IJ„ = o. — Cf (|iii piérèilf s’applif[ue 
Ifxlufllenifiil à l’équalioii 

U,«L " O , 

qui se trouve dans les mêmes coiiduions que ré(pialioii 

\ “ = O. 

Si l'on considère la suite des fonctions 

U/jt, U«_i) Uj, Ü|, Uo , 

on voit que la dernière est coustantc, et l’équation 

Uiï — zU«_i XJn— 3 

conduit facilement à cette conséquence, rjue la suite des 
signes des fonctions U ne peut perdre ou gagner de varia- 
tions quand on fait varier z , que lorsque z atteint et 
dépasse une valeur qui annule la première de ces fonc- 
tions; d’où il suit que l’équation proposée a au moins 
autant de racines entre o: et ê qu’il y a de variations jx!r- 
dues ou gagnées dans la suite des signes des fonctions U, 
quand z varie de a à 6 . 

On trouve, d'ailleurs, que pour « = — 2, la suite des 
signes des fonctions U présente p variations, tandis qu’elle 
n’en présente aucune pour a = -t- 2 ; d’où l’on conclut 
que l’équation U^=: o a scs a racirnts réelles et comprises 
entre — 2 et 2. 

On démontre très-simplement, dans les cours d’al- 
gèbre élémentaire, la réalité des racines des équations 
que nous venons de considérer; mais j’ai cru devoir pré- 
senter ici la méthode de M. Sturm, parce qu'elle s’aj)- 
plique avec succès dans un grand nombre de cas. 
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Formation d’une équation difrérentiolle linéaire du deuxième ordre, à 
laquelle satisfait la fonction V„. — Expression du i.oljnniuc V,. — 

, sin n<ï - . , c 

Expressions de cosmi et de — en fonclu>n de cos a. expression 

du polynéme l'«. — Propriété îles racines de l’équation lJ,u = o. — 
Formation d’une équation dilTéreiitiellc. linéaire du deuxième ordre, 
à laquelle satisfait la fonction To. — Nouvelle manière de démontrer la 
réalité des racines des équations V, = o, lU = o. 


Je présenterai dans cette leçon quelques dévelop- 
pements sur les polynômes V„ et U„ , auxquels nous a 
conduit la considération de l’équation binôme. 

Formation d’une équation différent iedle linéaire du 
deuxième ordre, à laquelle satisfait la fonction V„. 

V„ est une fonction entière d’une variable z. Ou a 


(>) 

et 

( 2 ) 

d’où 

( 3 ) 


V„ = X" -f- ^ , 

x" 

I 

Z = X -I ■! 

X 

dz I 

dx x’ 


Dillércnlions l’équation (i) par rapport h .r, il vient 


ou 


d\„ dz _ r/V„ 
• dz dx dz 





dV„ 

dz 
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(lilleroiitions aussi celte équation (4) par rapport a r, il 
vient 



ou 



donc l'éf|uation (5) devient 

fCt\ l 3 

( 6 ) 


«’ V„ = O. 


C’ost l’équation dillereiuielle que nous voulions ob- 
tenir, et (jui nous servira à déterminer l’expression du 
polynôme V„. IMais il est important pour celte recherche 
d’établir que V„, ou le produit de \„ par une constanU’ 
arbitraire, est la seule fonction entière et rationnelle 
de Z qui puisse satisfaire à l’équation (6). On y parvient 
aisément de la manière suivante. 

(lonsidérons, au lieu de V„, la fonction plus générale 


il) 


e)„ 


A.r" ■ 


où A et B .sont deux constantes arbitraires. En opérant 
sur 0,„ comme nous venons de faire sur V„ , on arrivera à 
l’équation dillérentielle 


( 8 } 


fl&„ 




qui m* dillcn* de (6) qu'eu reque V„ y osl remplacé par 
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(Ictle cciuatioii (8) a (''videntinciil pour intégrale générale 
l’équation (j) que l’on peut mettre sous la forme 

0, = C ^.r 

eu désignant par C et C' deux ronstantes arbitraires. 
D’ailleurs x" est précisément V„, et l’équation (4) 
donne 



d’où il résulte que l’intégrale générale de l’équation (8j 
.sera 

, ,/v„ 

= C V„ 4 - C v’z’ — 4 

C et C' étant les deux constantes arbitraires; et, par 
consétjuent, le produit de V„ par une constante C est la 
fonction rationnelle la plus générale qui puisse satisfairt; 
à l’équation {8). 



Expression du polynôme V„. 

Nous savons que V„ est un polynôme du degré n en s, 
«jui ne renferme que des termes de même parité que « ; 
nous savons aussi que le terme du plus haut degré a pour 
coefficient l’unité. Nous poserons donc 


( 1 } V„ = ï”-hA, s’'->+A, î'-'-i-.. .4-A,_, 4- . . ., 

et nous allons chercher à déterminer les coefficients A,, 
Aj, etc., par la condition que satisfasse à l’équation 
différentielle 
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Dillerenlions deux fois de suite l’équation (i), on aura 
■rfV 

= nz"-' — 7.j>) -f- . . . , 

= n[n — I . .+ [n — 2 />+ 2) (« — 2/^+ 1 ) A,,„. i"-= r 

■+- (/I — 2. /j) {/I — 7 . P — i) X/, z"-’ f-» -f- . . . , 

et, en substituant dans l’équation (2) les valeurs de V„, — 

f/z 

V 

- " ; le coefficient de «"“‘e sera 
nz^ 

[n — 2 p){n — 2 P — \) — 4 (« — ?. P + 2) (n— 2/^+ 1 ) Ay,_, 

— 2/^) 


— 4/j{n — />) A, — 4 (« — 2 /^ + 2 ) (« — 2 /> 4- t) A^_. ; 
mais ce coefficient doit être nul, On aura doue 
. _ [n-2p->r2){n — 2p + l)^ 

JÎF^) 

Cette relation conduit aisément à l’expression générale 
de car, le coefficient A» de 2" étant égal à i, on aura 

p[n-p) 

" _ (« — 2 /> 4 - 4 ) (" — 4 - 3 ) 

[p — i)[a — P -h\) 

A = _ A, 

’ 2 . (n — 2) ' ’ 

A — «(” — ■) 

...(«-!) 

Kij multipliant tontes ces équations, et supprimant les 
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f'acli-iirs coniimitis , il viciil 




// [n — P — 1 ) (« — P — ?,)...(« — 2/J+7.) (n — ?./)+ i) 


•' 1.2.3.../. 

la vah'ur ilii poljnôme V„ e.sl ilonc 

' n[n — 3) nln — A)!n — 5) 

I " 

(3)' 




1.2 1.2.3 

ii{n-/>-\){ri- P — 2 ) . . .(«—2 /.^- 2 ) (/»-2/. + 1 ' 


1 . 2 . 3 . 




,, , sin«« , 

r.xpressions ne cos «« e/ — : en foitclion ne cosn. 

' s\nn 

l.c problème que nous venons de résoudre est iden- 
lique à celui qui a pour objet de trouver l’expression de 
cos Hrt en fonction de cos«. Si, en ed'et, on pose 

.r = cos n -+- — I sin fl , 

on a 

z = 2cosfl, V„=2cosnn. 

Exprimer V„ en fonction de z , c’est donc exprimer cosnn 
en fonction de cosa. En remplaçant V„ et z par 2 cos na, 
ctacosrt dans l’équation que nous avons trouvée , il vient 

nlfl — 3) 

i cosflfl = 2 "~' vos" fl — 2 ''~’n cos''~’fl H- 2 "“* — ^ — — -coi"~'rt — ... 

1 . 2 

, , n(n — P — iUfl — P — 2). ..f/l — 2 /j + il 

.{_, /> a»-’/-' J ^ — L_i LZilL cos"-v „ . 

' ' 1.2.3...// 

sin /m n’est pas exprimable en fonction rationnelle de 

cosa. mais te rapport l’est. En dilïérentiant l’é- 

’ sinfl 

quation précédente par rapport à a, et divi.sant ensuite 
par — n sinn, on a 
Isin/ifl 


; 2 "~' ros'‘“'fl- 2 "~‘(/i - 2 )cos”“^n + 2 "“' — 


LS — liens,”-’’ n~ ... 




, ( n - p - i ) (« (/?-?. wH- I )('//- 2 

. , \r V { . Z ! fj. 
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Enfin, en changeant a en ^ — a dans les équations (i) 

et (2), on aura deux autres formules, qui feront connaître, 

c • • 11 1 • sin na , 

en lonction rationnelle de sin«, cosn^ et si n est 

cos^ 


. cos na , . . . 

pair, et sinna si n est impair. 

* COS/7 ^ 


Expression du polynôme U„. 

Le polynôme que nous avons désigné par U„ a pour 
valeur 

Un “ V'n + Vn_, -f- . - . -Î-Va -+-V| -f- I , 
ou 

U» = ("'■ + ( - +;) + ■■ 

Nous avons trouvé, en dillërentiaiit V„, 




on déduit de là 


I dV, 




n dz I 

X 

X 

on aurait de même 
t dV„+, 


•r""’ a:"- 


n -h 1 fh 
et , par suite 
idV„ . 


= JT" -I- j;"-' 4- ,r"-' . -I- 


4-_, 


j-n — 4 ,r" 


dV„+, 


« <lt /? + t c/i .r““' jr“ ’ 

mais le second membre de cette équation est précisément 

I a . 
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^ I ^^V/i * a_ 4 _i 

" ri riz ri ■+■ I itz 


De l'expression prérikleiniiieut iroiivée pour \ , on lire 

i =: I»-' — 1,1 — X. S"-*’ ■+- ; -Z"- - ... ; 

,1 t lz ' ■ ’ 

(III a aussi , en eliaiigeaiu n en i , 

^ (" — 2 ) (" — 3 ) 

I» — {,1 — -l- Z"-' — .... 


rl\,. 


n -f- 1 (h 

Par suite, la valeur de U„ sera 

, „ _ . ) _ ,) 3 «-' + 


\]„ = z" + -. 




.iV 


1 P 

[n-p-\)...[n — -}.p) 


Dans celte expression, les ternies de même jiarilé que n 

tl\ 

U '* * M-t-l 1 * 1 

^ “ ■■ , les autres proviennent de 


>l\u 

1z' 


Propriété des racines de V équation U„ = o. 

Si l’on considère l’équation 

(l) — 1 = 0 , 

puis, qu’après avoir enlevé la raidne i, et divisé par ,i “, 
on fasse .r-t- -= on a. comme nous l’avons vu, l’é- 

X 

(|uation de degré u en z , 

■J.) Py = O. 
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Soit a une racine primitive de l’équaiioti (i), les ap. ra- 
cines imaginaires seront 

a. a’, a’,..., , a^. 

D’ailleurs deux termes de cette suite, également distants 
des extrêmes, étant évidemment récipro<|ues , les u. ra- 
idîtes de réfjualion (y) seront 

a H ) a'H a"”'-!- i a^' H —■> 

a a’ a*“~‘ a'“ 

OU , en faisant 

I 

a H = fl, 

a 

et désignant (>ar A„ la valeur de V„ pour z = a , 
fl , A J, A ( , • ■ . , Ar/. . 

Ainsi les racines de l’équation (a) sont des fonctions ra- 
tionnelles de l’une d’entre elles , et même de l’une quel- 
conque d’entre clics, si ajc -1- t est un nombre premier. 
C’est sur celle propriété que M. Gauss a fondé, coinnu; 
nous le verrons plus tard, une mélliode remarquable 
pour edéctuer la résolution de l’équation U/i = o, lorsque 
2 /A-t-i est un nombre premier, cas auquel on ramène 
tous les autres, ainsi que nous l’avons vu dans la dernière 
leçon. 

Fonnation d'une équation ilifférenticlle linéaire du 
deuxième ordre, à laquelle satis/nit la fonction C„. 

On pourrait employer, pour déleriuincrlepolynomc U„, 
un procédé .semblable à celui dont notis nous sommes 
servi pour calculer V„; on formerait ainsi une équation 
dillérentielle à laquelle satisferait U„ , et dont on dédui- 
rait ensuite la valeur de ct^ polynôme ; celle seconde 
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marelle, (jue je me borne à imlii|uer, est beaucoup moins 
simple que celle que; nous avons suivie, mais ré({uatioii 
dill'éreiitielle dont nous venons de parler est utile à con- 
naître. Voici, je crois , le moyen le plus aisé de la trouver. 

< )n a 

U„ = + — ) -+- — ^-4-. . . -4- -f- -^-4- I , 

d'où, en dillërentiant par rapport à .r, se rappelant que 
= I — p, et multipliant ensuite par x, 


•i) 






multipliant par x , et observant que 


il vient 




-f- 3 (V,-V,) - 4 - 2 (V, -V,) 4 -(V,- 2 ), 

= « V„^, -H (« -h i) V, - 2(v„ -4-V„_, -P . . .-hV, -hV, - 4 -i) , 

OU 


(a- — 4 ) -1- 2 IJ„ = « V„4.| -P (« -t- 1 ) V„. 

Dill'érentiant cette équation par rapport à z, on a 

riz' fh ' \n dz n -^- 1 dz J 

Mais nous a\ons déjà trouvé 


1 'ih ■ ' 'ïhiL- 

n dz « P I dz 
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( I ) (z’ — 4) +- 2 (3 -4- [ ) ^ — n {// + 1 ) U„ = O. 

(.l’esi l’équalion diiîiBnmtielle que nous voulions former. 

11 suit de là que l’éiiuatiou 

{?.) (a’ — 4) 4-2 a 4- i) « « 4- i ) 0„ = o, 

est satisfaite par 

= li„ ou 0„ =: CU„ , 

C désignant une constante arbitraire; et cette solation 
CU„ est la seule solution rationnelle de l’équation ( 2 ). 
On s’en assure aisément en cherchant l’intégrale générale 
de l'équation ( 2 ), ce qui n’a aucune diflieulté, du moment 
([u’on se donne la solution particulière CU„. On trouve 
ainsi, pour l’intégrale générale de l’équation ( 2 ), 

0„ = CU„ 4- C' ^ I U„ 4- 2 (a - 2 ) , 

(i et C' désignant deux constantes arbitraires; et l’on voit 
<|ue eette valeur de 0„ n’est rationnelle que si l’on fait 
C' = O, auquel cas elle se réduit à CU„. 

Nouvelle manière de démontrer la réalité tien racines 
des équations V„ o , U„ = o. 

Les deux équations dilférenliclles que nous avons for- 
mées, et auxquelles satisfont les fonctions V„ et l]„, per- 
mettent de démontrer la réalité des racines des équations 

V„ = o, U„ = o. 

(ielte remarque est importante, car un procédé analogue 
[lourra être employé dans beaucoup d’autres cas. iVotis 
ne nous occuperons que de l’éii nation \ = o; les mêmes 
considérations s’appliqueraient à l'équation U„ = o. 
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iNoiis avons ircmvé l't-qualion dill’éroiitiellc 


{') 


, d\„ „ 


dilleroiiiioiis i> — 2 fois cctti' équation , lU observons que 


(3= — 4 ) — = (* — 4 ) — ; 1 - '>■[>• — 2 )z ,~r 

dzP-‘ ' dz' ' dzP ^ ' dzP ' 


(/' — ?■) [p — 3 ) 


dzf 
dl‘-^\„ 


dzl’~ 


dz dzP" ^ 


dz^-’ 


ilP V dP~ ' V 

I - K -(/>-’•)’] = 

Les équations (1) et (2) peuvent s’écrire ainsi ; 

1 V _ ir 

H) ^ ^ ^ 

' f f//'--’V„ 2/> — 3 ^f//'-'V„ 4 — 3’ f/Z-V, 




«’ — (yj — 2 .)’ f/z'/’"' //’ — (yz — 2 )’ dz!" 

Cela posé, considérons la stiite f'ormée.de la fonction V„ 
et de toutes scs dérivées 


( 4 ) 


v„, 


d\„ d‘\„ 


dz 


dz- 


'Hlz- 

dz" ■ 


la dernière de ces fonctions est constante. On voit, en 
outre, par les équations ( 3 ) : 

i". Que deux fonctions consécutives ne peuvent s’an- 
nuler pour une môme valeur de z comprise entre — 2 et 
-f-25 car alors toutes les suivantes s’annuleraient pour 
celte valeur de ce qui est impossible, la dernière étant 
une constante dillcrcnte de zéro. 
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a". Que, si une fonction s’annule pour une val<rur,de z 
comprise entre — 2 et -f- 2 , celle qui la précède et celle 
qui la suit sont de signes contraires pour cette même va- 
leur de Z. 

11 résulte de là que, si l'on veut appliquer la méthode 
de M. Sturm à l’équation 

( 5 ) V„ = o, 

ou pourra substituer la suite ( 4 ) à la suite des fonctions 
que l’on obtiendrait en exécutant sur V„ et sa dérivée 
l’opération du plus grand commun diviseur, avec la pré- 
caution qu’exige la méthode relativement au changement 
de signe des restes ; jKuirvu qu’on ne fasse varier z que de 
— 2 à 4-2. Et si a et 6 désignent deux nombres quel- 
conques compris entre — 2 et -t- 2 , tels que a <g, l’é- 
quation ( 5 ) aura autant de racines comprises entre æ et 6 
qu’il y aura d’unités dans l’excès du nombre des varia- 
tions des signes delà suite ( 4 ) pour z — x, sur le nombre 
des variations des signes de cette suite pour z = ô. 

Faisons d’abord z= — 2, les équations ( 3 ) donneront 

V — — ^ >2—3 ilF-' V„ ^ 

" ' th ^ dzP~'‘ ^ — (/) — 2.y ’ 

et, par conséquent, la suite ( 4 ) présente // variations de 
signes pour z = — 2. 

Faisons ensuite z = 4- 2; les équations ( 3 ) donneront 

f/V„ 2/2 — 3 

" dz ’ dzf~‘‘ «’ — {p — 2)’ dzl‘~' 

et, par conséquent, la suite ( 4 ) ne présente aucune va- 
l'iatioii pour z = 1. 

Donc, enfin, ré(|uation ( 5 ) a ses n racines réelles et , 
comprises entre — 2 et 4- a. 
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K«'$o)ulioii (li> l’equalion ('énérale du Iroi&tùnic t!o{*rc. — Methoile de Hitdde. 

— Môthudo do Laprançe. — ('omparalsoii dos doux molhodes prôocdentes. 

— Molh«Mio do Tsohirnaüs, — Môlhodc d'EuIor. 


Ilrsoliition de rèiiiintioii f^cnérn/c du troisième tlegrè. 

Je me propose, dans <elte leçon, d’exjwser les princi- 
pales mélliodes connues pour la résolulion des équations 
du troisième degn'-. 

Méthode de Jludde. 

% 

Des diverses méthodes connues pour la résolution de 
l’équation générale du troisième degré, la plus simple est, 
sans contredit, celle de lludde. C’est aussi celle (|ue nous 
exposerons la première. 

Comme on peut toujours faire disparaître le second 
terme d’une équation , nous coiisidéreroiis réi[uaiiou 

( I ) h px ~V- q — O 

débarrassée du terme en t *. Posons 
(?.) jr = / -1- 2, 

) étant une nouvelle variable et z une fonciiou de > , 
f|ue nous nous réservons de déterminer, tie manière cjue 
l’é({ualion transformée en j rentre, s'il est possible, dans 
les classes d’étjuations que nous savons lé.soudre. Ilem.- 
plaçons dans l’é(juation (i) ,r pai- sa valeur tiréi* de (a), 
on aura 

( y + t)' -+- P ( ,r -+■ z) -i- 1/ = O, 
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OU 

(3) ( J» 4- 2-' 7 ) + (/ 4-î) (3>-z+/>) = O. 

Si, maintenant, on détermine z par la condition (|ue 
3 rz 4- /^ = O, 

011 a 


et l’équation ( 3 ) se réduit à 
F 


y. — 


27 


3 > 


4 - 7 = O, 


ou 

( 4 ) 


y‘ 4 - </y^ : 

27 


Cette équation en y peut se résoudre à la manière des 
équations du second degré, car elle ne contient que les 
puissances 7"* et Ensuite, quand j sera connu, on 
aura x par la formule 


( 5 ) 


\r~ 


3 J 


L’équation du sixième degré ( 4 ), à laquelle nous rame- 
nons ainsi l’équation proposée, a été appelée par Lagrange 
la réduite ou résolvante de l’équation (i). 

Quoique cette résolvante ait six racines, l’équation ( 5 ) 
ne donnera pourtant que trois valeurs de x, comnte cela 
doit être. En ell'et, la résolvante ne change pas quand on 

change y en — en sorte que ses six racines forment 
trois groupes tels, que le produit des deux racines de 
chacjue groupe est égal à — et il est évident que l’équa- 
tion (f)) donnera la même valeur pour .r quand 011 rem- 
placera y successivement [>ar les deux racines d'un même 
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groupe. Ceei va ic.sulter, nu surplus, cK; l'expression même 
(les valeurs (le X dont nous allons nous oeeuper. 

De IV(pialion (4), on tire eelle valeur de 



ou 

(<à) r’ = — - zh , 

en faisant, pour abr<!ger, 



enfin, ré([iiation (f>) donnera 


tl- 

^7' 


(7) 




=y-i±vR. 


Celle expression, à eaiise des valeiiis multiples des radi- 
caux, représente bien les six racines de réfpialion (4) ; mais 

nous admettrons, dans ce cpii va suivre, (]ue 

représentera seulement l'iirie d(!s trois racines eubiipies de 

— (a; Sel a celle (|ue l’on voudra, mais ce sera 

toujours la même; en sorte ((ue, si a et 6 désignent les 
deux racines cubicpies imaginaires de riiiiilé, les six ra- 
cines de l’é'quation (4) pourront ('Ire représentées par 



1m comme des deux radicaux 




le prémiei' nous repiésenle, pai notre convention, celle 
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ikîS trois racines eiibirjues de — ^-f-yK que nous vou- 
drons, le second également celle des trois racines cu- 
biques de — — vK que nous voudrons, et qu’en outie, 

leur prorluit a pour cube — nous pouvons choisir 
les valeurs de ces deux i-adicaux de manière que leur pro- 
duit soit égal à — j-, on aura alors 

(9) = 

3\/-;±v/R 

Si maintenant on porte, dans l’équation (5), chacune des 
valeurs ( 8 ) dt; y, on aura, en se servant de l’équation ( 9 ) 
et se rappelant que aS = i, les valeurs suivantes de x 

y^-|zpv^R, 

.ÿ^--|ifcvR+S\/--.|ipv'R, 

fi\/-ï±:v'R-^.y- 2 rpv'R, 

qui se réduisent évidemment à trois distinctes, savoir . 
\/-|+v/R 4- ^-Z-y/R. 

«ÿ/ _Z+y/R +gy/_Z_ y/R, 
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C«’s trois racines de l’équation (i) pouiront être re- 
présentées par la formule unique 

(lo) V^. 

dite formule de Cardan , pourvu qu’alors on laisse aux 
radicaux cubiques toute leur généralité , mais qu’on 
n’associe ensemble que les valeurs de ees radicaux qui 

donnent un produit égal à — 

Si , dans la formule (to), on combine chaque valeur 
du premier radical cubique avec chaque valeur du se- 
cond, on aura en tout neuf valeurs de x, qui seront les 
racines des trois équations 

,r' px -t- r/ = O, 

,r’ ■+■ /7o.r-t- q — O, 
x' + pf.x + q — n-, 

ainsi qu’on s’en assure aisément en faisant disparaître les 
radicaux de l’équation (lo). 

Tout ce qui précède a Heu, quelles que soient les quan- 
tités P et (/, réelles ou imaginaires. Nous allons ajouter 
quelques détails relatifs seulement au cas où ces coeffi- 
cients sont réels. 

Discussion de la formule de. Cardan, p et q étant 
réels, supposons R ^ o, ou 

4 p ^ + 27 7’ > O , 

les deux radicaux qui entrent dans l’équation ( 10 ) auront 
chacun une de leurs trois valeurs réelles. Désignons par 
la valeur réelle du premier, par R celle du second, les 
trois valeurs du premier radical seront 

.\x, A6, 
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celles du second seront 

B, Ba, Bê; 

et comme les valeurs des deux radicaux, qu’il faut pren- 
dre ensemble, doivent avoir un produit réel, on aura, 
pour les racines de l’équation (i), 

A -t- B , 

Aot -H B 6 , 

AS -(- Ba. 


D’ailleurs, 


i-t-V^ — 3 


g; 


- i-v'-s. 


les trois racines de l’équation (i) seront donc 

A-t-B ,^A — B 


A -t- B et — ■ 


V-3. 


Ainsi, dans ce cas, l’équation (i) a doux racines imagi- 
naires. 

Si l’on a R = o, ou 

-t- 27 v’ = 0, 

la seule différence avec le cas précédent est que l’on a 
ici B = A ; alors l’équation (i) a ses trois racines réelles, 
mais deux sont égales entre elles. 

Supposons , en troisième lieu, R <] o, ou 

4/1" ■+■ 27 7’ < o, 

chacun des radicaux qui entrent dans la valeur de 
aura ses trois valeurs imaginaires; mais il est facile de 
voir que l’équation (1) a ses racines réelles et inégales. 
Soient, en effet, 

A4-Bv'^, a(A + Bv^~), g(A + Bv/^), 
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los irois rat'iiios cubiques de l’expression imaginai^(^ 
— - -h v^R; l’expression imaginaire conjuguée — - — V''R 
aura évidemment pour racines cubiques 

A — B — I, S(A — B \/ — I , 3((a — B — I ); 

et comme les valeurs des deux radicaux qui forment la 
valeur (lo) de x doivent avoir un produit réel, on aura 
les trois valeurs suivantes de Jf, 

(A-t-BV^i)-(- (a— B y/^), 

5t(A-f-Bv' — i)-+-S(a — B^ — i), 

S(a+Bv^ — 0 + “(a — BV — *)i 

ou, eu remplaçant y. et ê par leurs valeurs, 

2A, — A-(-Bv3, — A — By/3. 

L’équation (i) a donc ses trois racines réelles, comme 
nous l’avions annoncé, (!t il est très-facile de montrer 
qu’elles sont inégales. 

F.n elfet, on ne peut avoir d’abord 

— A + B y/3 = — A — B v'3, 

car il en résulterait B = ‘o, et la quantité — |-f- VR serait 

égale à la quantité réelle A*, ce qui est contre l’hypothèse. 
On ne peut avoir non plus 

?. A = — A ±B \/3, 

car il en résulterait R = ± A 
par suite, 

A + Bv^ — I — a(i± <J — 3) = — 7. a A , 
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— ^ + y/R = — 8a’A’ = — 8 A:', 

ce qui est encore impossible, puisque le second membre 
est réel. 

Le cas que nous avons examiné en dernier lieu est fort 
remarquable 5 car, bien qu’alors les trois racines de l’é- 
quation du troisième degré soient réelles, la formule de 
Cardan présente leurs valeurs sous une forme comjiliquée 
d’imaginaires: et si, pour faire disparaître ces imagi- 
naires, on cherchait rà mettre les radicaux cubiques qui eu- 
irentdans la formule deCardan sous la forme A-l-By/ — i , 
on trouverait que les quantités A et lî dépendent d’une 
équation toute semblable à la proposée. L’équation 
en A, par exemple, aurait ses trois racines réelles, et 
l’on trouverait, par conséquent, une' expression de A 
également compliquée d’imaginaires. C’est pour cette 
raison que le cas dont il s’agit ici a été nommé le cas ir- 
réductible. 

La formule de Cardati ne peut donc servir è la résolu- 
tion numérique de l’équation du troisième degré que si 
une seule racine est réelle. Mais dans le cas irréductible, 
l’équation se résout très-simplement en faisant usage des 
lignes trigonométriques. Si l’on pose, en effet, 

«■ tr . ' 

— = p’ Sin’M, — - = pCOSH, 

4 27 ■ 2 

la quantité p et l’angle o) se trouveront déterminés par les 
formules 

• i3 ■ 
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«!l la formule de Cardan donnera 


J . / a, — ", — — \ , 

, -r = \^p\\ vosa + y/ — I sinM+ Veosw — ^ — i sin^i/ 

^0 désignant une quantité réelle. On a d’ailleurs 

* y - — ' . M 4- a^TT , . ta -(- o.fiTt 

V fos e.) -f- V — 1 sin M = nos — ^ + y — • sm • ^ — i 

*, ^ 2 ^ 5 X-7T 

V cos w — V — sin w =r cos J- V — ■s**' ^ ' 


où A a ruuc des trois valeurs o, i, a. ün doit donner à A 
la iniune valeur dans ces deux formules, car il faut que le 
produit de leurs premiers membres soit réel ; on aura 
doue 

ta 4— a /'TT 
X = 2 y/p cos ^ s 

et les trois racines de l’équation .seront 


27t 


2 yp COS 2 5 2ypcos — ? 2 ypcos 


- 4« 


On pourra, dans chaque cas, calculer par logarithmes les 
trois raeinrâ dont nous venons de donner l’expression. 


Mctiiorie rlc Lagrange. 

Considérons l’équation complète du troisième degrti 

( I ) x" 4- P.r’ 4- Qx 4- R = O , 

et désignons par x, , .Tj, X 3 ses trois racines. D’après la 
théorie exposée dans les onzième et douzième leçons, 
on pourra déterminer les valeurs des racines x,,.r,,Xs, si 
l’on parvient à connaître la valeur d’une fonction (juel- 
conque de ces racines, tellement choisie cependant, qm; 
les six valeurs qu’elle peut prendre par les i . q . 3 permu- 
tations des lettres .r,, .r, , .Ts soient dilférentes. I.a mé- 
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ihode (le r^agraiigc, (jiic nous allons expos(!r ici , conslsle 
à déterminer directement la valeur d’une fonction linéaire 
des trois racines, telle que . 

( 2 ) r = X, -f- A.c, -f- B.Cj, 

où A et B désignent des constantes quelconques, et à dé- 
duire ensuite de cette fonction l’expression des racines 
elles-mêmes. 

Si l’on fait subir aux lettres a;,, j, , X3 toutes les per- 
mutations possibles, on aura les six valeurs suivantes de 
la fonction 1 : 

I t, = X, Ax, -H Bx,, 

= X, -4- Axj -+■ Bxj, - . 

.V 2 *4“ Ax‘j -p B.i'i , , 

-ï'j -f- Ax , -p B.ï;., , 

^ x, -P Ax, -P Bx,, 

P = .f , -P Ax, -P B./ , , 

et cette ^fonction / dépendra de l’équation du 'sixième 
degré 

(4 ) — ‘’) (t — '■') (' — ê.) {I - t,) (t — t,) {t — t,) = o, 

qui pourra être résolue à la manière des équations du 
second degré, si l’on peut disposer des constantes indé- 
terminées A et R, de façon qu’elle ne renferme que la 
sixième et la troisième puissance de t. 11 faut et il suffit, 
pour qu’il en soit ainsi , que, I désignant l’une quelconque 
des racines de l’équation [^) , une racine cubirpic ima- 
ginaire de l’unité, et a'f soient aussi racines de l’équa- 
tion ( 4 ). Voyons si cette condition peut être remplie. 
D’abord art, et a*/, ne peuvent être égaux ni à /j, ni à ^4, 
ni à car autrement ou aurait a = i; il faut donc que 
l'on ait 

, • 2/, = /.,, et = f,,, 

' l3. 
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ou * 

a/| = et a'<, = ty. 

(les (leux (lernièVes (‘qualioiis équivalent aux prérédeutes , 
puisque rien ue distingue les racines « et a’ l’une de' 
l'autre; nous adopterons les dernières, et comme elles 
doivent avoir lieu, quelles que soient .r,,' x,, .r,, nous en 
déduirons les valeurs suivantes de A et B, 

. A =zr a , B =r a’. 

Il arrive alors <(ne A et H avant ces valenis, on a aussi 

SC ti ^ St » 

en sorte ([ue si l'on prend pour valeur de / 
t = .r, -t- a.r, + 
ré(|uation en t aura pour racines 

f ûlt,, 9 . t|, 2C tj, 9 ^ 

’ et sera, par conséijuent, - 

(f3 O, 

OU , 

(5)^ = O, 

en l'aisanl 

t, = .r, -t- a.»:, H- a’.r,, 

t, = .r, a’ jr, + aj",. 

Lorsque les valeurs de /, et tj seront connues , celles de 
■c,, J",, .r, le seront aisément; on a, en elFet , 

(7) — P = -T, -f- .r, + fl, ’ 

et eu ajoutant les équations (fi) et (7), il vient, à cause 




r — ~ Z ^ 
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Pour .avoir Xj, il faut ajouler les trois équalion.s (6) 
et (7), après les avoir multipliées rcspeelivtment par a’j 


a. et I : on a ainsi 


P +’a’r, + at: 


et enfin on obtient la valeur suivante de x,, 

, , — P 4- at, + a'r, 

(1 0) .r, = — g— 1 

en ajoutant les équations (6) et (7), après les avoir respec- 
tivement multipliées par a, a’ et 1 . 

Tout est donc ramené à résoudre l’équation ( 5 ), qui 
'est alors une réduite ou une résolvante de l’équation 
proposée. Cherchons d’abord à exprimer les coefficients 
de la résolvante par ceux de l’équation proposée, ce qui 
est possible, puisque ces coefficients t’ et t\t\ sont 
des fonctions symétriques des racines de l’équation pro- 
posée. 

Si l’on multiplie lés deux équations (fi), et qu’on ait 
égard à la relation a’ -f- a -I- 1 = o , il. vient 

t,t! — .rj 4- a:) -t- X 3 — x,.c, — .r,x., — Xj.rj, 

_= (x, 4- X, -t- X,)’ — 3 (x, X, 4 - X, Xj 4- 

et, par conséquent, 

( 11 ) t,t,= P=-3Q; 

si , enfin, on ajoute les deux équations (fi), après les avoir 
élevées au cube, on a 

rj4-/) = ?.(x(-px’4-x)) 

— 3(xî.i,4-.r’x,4-xî-rj x’ x, 4- x; ,r, 4 - x(.r,) 4-i2x,x,Xj 
= 3(xJ 4 - x’ 4 - -rj) — (x, 4 -x, 4 - x,)^-)- i 8 x,x,x, 

~ — aP" 4 - gPQ— 27 R, 

la résolvante ( 5 ) devient donc 

(_ 7.P 4-gPQ _',.7llj/*.4- (p= _ 3Q)' = O 
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0 = 0, ■ ■ 

elle se réduit à l’équation du second degré 

0!_(_2P’-t-9PQ — 27 R )0 +(P' — 3Q)’ = o; 

et, en appelant 0, et Qj les deux racines de cette équation , 
pn devra faire 

.1 3 

f, = s/Ô, , t, = , 

les équations (8), (p) et (lo) deviendront alors 
— P 4- ■ 

,i\ — , , 


— P -t- a' y/’S, -4- X \JOi 

^ 

3 i _ 

— P 4“ a ^01 4“ K* 

^ , 


J 

on prendra pour \/9, l’une quelconque des trois valeurs 
de ce radical, mais la même dans les trois formules; 

cpiant à l’autre radical V^> sa, valeur est déterminée 

1 s _ 

quand on a fixé celle de \Jé,, car l’équation (ii^ nous 
donne 

v'9. V^>= 3Q. 

Il suit de là que les trois racines pourront être représen- 
tées par la formule unique 

P + + Y ' ■ 
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qui a trois valeurs et pas davantage, si l’on considère que 
y est mis', pour abréger, à la place de ^ ~ 

Comparaison des deux méthodes précédentes . 

La méthode de Lagrange, que nous venons d’exposer, 
est moins simple que celle de Huddc; mais elle est plus 
directe. Toutefois ces deux méthodes fournissent la même 
résolvante, et nous allons voir qu’on est naturellement 
conduit à la méthode de Lagrange , en étudiant à fond 
celle de Hudde. 

Reprenons l’équation générale du troisième degré 

( I ) 4- Px’ -t- Qx 4- R = o. 

Pour appliquer la méthode de Hudde, on commence par ’ 
faire disparaître le second terme, en posant 

P 

^=_j4-x', 

ce qui ramène l’éq'ualion à la forme 


on pose ensuite 


X — y — 


et l’on obtient enfin cette résolvante 




Cela posé, si y, désigne l’une des trois racines eu 
biques de — -4-i/^-4-~, 1 1 ci'lle des trois racines 

7 . y 4 27 
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ttubiqiu’s (le- — ^ ’ multipliée par y\, 

donne pour produit — l‘‘s racines deréqualioii (3) 
sont 

et celles de l’équation ( 2 ) 

par suite, en appelant ,r,, .r, , .r* les trois racines de 
l|équation (i),' on a 


■«■ = — 3 + Ji + Jr. 


■ej = — 2 H- “\r> + “/d • 

P , , 

«J = — 3 -f- a/i 4- 

Si l'on ajoute ces équations , après les avoir respective- 
ment multipliées d’abord par i , a , puis ensuite par 
I , a*, a , il vient 


.i, -I- axi 

7-3 ’ 

X, -H a’ 2;, -t- axj 

r» = 5 


On voit par là que la méthode de Hudde revient, au fond, 
à former une résolvante en y dont la racine ait pour valeur 

X, + aXi rjy Xj 

y =- - , 

et que cette résolvante ne diffère de celle de Lagrange 
que par le facteur 3 qui divise les racines. 
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Méthode {le Tschirnaüs . 

Nous avons déjà eu l’occasion de mentionner la mé- 
thode générale de Tschirnaüs, pour faire disparaître d’une 
équation autailt de termes que l’on veut. Il en résulte 
une méthode pour la résolution des équations du troisième 
degré, ainsi que nous ch* avons dtqà fait la remarque. 
Les calculs qu’exige l’application de cette méthode sont 
plus simples, si l’on a la précaution de débarrasser d’abord^ 
■ l’équation proposée de son second terme. 

Soit l’équation 

(t). ~h fJJ: -h 1/ = O , 

et posons , conformément à la méthode de l'schirnaiis , 

(2) y — {{ +- b.r -h x‘. 

Si l’on élimine X entre les équations (1) et (2), on ob- 
tiendra cette équation en j, 

(3) y’ ■+■ A/’ -h B_>- -H C — O , 
où l’on fait, pour abréger, 

A — 3rt-f-2^, • . ' . ■« 

B 3 < 7 ’ — l^pa -h pb^ -\-iqb'-^ p-, 

C = — -f- 2 /><?’ — p- n pb'^a — 3 qbti + i/è ' -+- prjb — q'. 

Quant à la valeur de .r en fonction de y, on peut la 
tirer deTéquation du premier degré en x, que l’on ren- 
contre nécessairement dans le calcul de l’élimination de ,r 

I 

'entre les équations (i) et (a) ; on trouve ainsi 

(4) . - 

, y — (a — è’ — p) . 

Enfîn, on déterminera a et l> de manière que l’on ail 


— O , B = O. 
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(’olumeces équations sont, l’une ilu second degré, l autre 
du premier entre a et on trouvera facilement les va- 
leurs de a et 6 ; l’équalioii (3) donnera alors 


et réi|uation (4) fera connaitré les trois valeurs de x. 

Cette méthode, fort simple au point de vue tliéoritpe, 
roiiduit à des calculs très-laborieux. 

Méthode d’Euler. 

iNous nous bornerons à mentionner cette méthode, qui 
rentre, au fond, dans celle de Tschiruaüs. Elle consiste 
à éliminer entre deux équations de la forme 

-H è/ -f- c = .r , = 

et à identifier l'équation finale en .r avec l’équation pro- 
posée, dont la' résolution s’ensuivra évidemment. Ou peut 
disposer, à volonté, de la valeur de l’une des indéter- 
minées a, />, f, t/; on peut faire, par exemple, « = i ou 
d=i., ' . . 
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Des équations du troisième de{;ré dont deux racines peuvent s'exprimer 
rationnellement en fonction dé la troisième et des quantités connues. — 
Élude d’uno classe étendue d'équations numériques du troisième degré, 
qui possèdent une propriété remarquable. 


Des équations élu troisième degré dont deux racines 
peuvent s’exprimer rntionnellenicnl en Jonction de 
la troisième et des quantités connues. 

Considérous l’équation du troisième degré débarrassée 
du second terme 

( I ) ' ■ .r^-\-px->r q = O, 

et dans laquelle p et q désignent des louctions ration- 
nelles de quantités quelconques qu’on regarde comme 
connues. On peut, comme on va voir, exprimer, dans un 
cas assez étendu, deux quelconques des trois racines de 
l’équation (i) en fonction rationnelle de la troisième et 
des quantités connues. ' 

Désignons par y et z deux quantités ayant pour produit 

— et dont les cubes ont respectivement pour valeur.*. 



soient aus.si « et o les deux racines cubiques iniagiiiaire.s 
de l’tuiilé ; les, trois racines , .r, , de l’éf|uatioii (i) 
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ont pour valeurs 

( =.r + 2, 

(3j . ■ ■ I ,r, = aj + fiz, 

! X, = 6_r -t- a s , 

ainsi rju’on l’a vu dans la dernière leçon ; on a d’ailleurs 
^ — ' + s / — 3 ^ ^ — I — — 3 

par suite, les valeurs de jr, et x, deviennent 


( 4 ) 


x,= 

r — î / — 

J? 


y-z 

3 î 


ou , à cause de la première des équations (3)-, 

v/:t3. 


(5) 


2 2 
X y — Z 


On voit, par là, que x, ,et x. sont exprimables en 
fonction rationnelle de x et des (juantités connues, si 
la diHérençe y — s l’est elle-même. 

On a , par les équations ( 2 ) , 

+ z’ = — '/ » .r’ —.2" = v 7‘ ■+■ — ’ 

T 2'J 

et , par hypothèse , ■' 




d’ailleuis 


r‘ — z’ 


^ ~l~ V 


yè — 


,r’ -+• ,rz d- z’ • (.r + z)’ j’z 


Digilizod by Googl 



iIüik; 


SEIZIEMK LEÇON. 




4 

7 ’+ — 

27 . 


portant rettc valeur de y — z dans les équations ( 5 ), il 


vient 


_ > , ^ — 277' . 

» — — - -j — , X - " : ■ " : T — » 


2(3 éC* 


-J-' = — î _ v^ — 4 /^' — 2 ^ 7 ’ . 

’ 2 2 ( 3 -t- ’ 

d’où il résulte queXi et Xj s’exprimeront en fonction ration- 
nelle de X et des quantités connues, si — • 4 /■'’ — 27 c/* 
est lui-même exprimable eu fonction rationnelle des quan- 
tités connues dont p cl q dépendent. 

On peut simplifier les précédentes expressions de ,r, 
et Xj. Nous ferons d’abord . , 


(6) 


4 /^‘ + 277’ = — >% 


/' pouvant être réel ou imaginaire', et remarquant ensuite 
que .r.doit satisfaire à l’équation (1), nous remplacérons 

dans les valeurs de x, et x, , X^ par — + 7 


, 011 aura 


ainsi 


rx 


X 

=r . -f 


X 

2 2(37 -t- 2/J.r) 

rx 


1 2 (37 -t- 2 px) 

f 

Comme l'es deux formules se déduisent l’une de l'autre 
par le ebangenieni de /-en — /■, les valeurs de x, et .x. 
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siTont loiKes deux comprises dans la lbrniul<^ uniijiic 

■ ■ ^ [ x*= -- ■+■ , 

_ j 2 O.Cif, ipxŸ 

j — 2.px-M-[r — 3^).t 

I ( 2( 3f/ -\^lpx) ’ 

où l'on remplacera r successivement par ses deux valeiu's 
tirées de l’etpiation (6). 

X est une fonction rationnelle non entière d’une ra- 
cine x de rct|uation (i); on pourra donc, par l’un des 
procédés indiqués dans la deuxième leÇon, mettre sa valeui’ 
sous la forme d’un polynôme du second degré en x. 

Pour cela, on divisera d abord le premier membre de 
l’équation (i) par 'i<j ■+- 2 px^ et l’on sera conduit ainsi 
à l’égalité suivante ; 

Hp'[x' -Hpj" +- 7) = (2/.<x -4- 'iq)[^p’x\ — bpr/a: - 4 - 4 p"-+- 9 ' 7 ’i 
— 7 (4 P' + 27 7’)= O, 

d’où l’on tire 


37 -i- y-px — 


— <r 


4 p’ .r' — fl P7> 4- 4 -t- 9 V' 

et la valeur de X, donné»- par l’équation (7)^ sera alors 

X = -I- (r — 3 7 ) 7-] [4 p' — ^pqx 4p ' + 9 «/'Il 

ff f ^ ^ . • 

I I 8 p’ x' — 4/’’ “i" 4- b P'l’')x’~[ 

~ l_ . — + 99 ’) ('■— J ' 

entiii on cliasscra de cette expression de X ^ x^ et ,7*, 
à l’aide des équations 


.r‘ = — p.r — 7, • .r' = — p.r’ — qx , 


et l’on aura 


(»i 


X' = — [tipx' — (v) 7 4- r) X 4- 4 P '] 
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, l’elli; fsi là l'uninile la plus ^impl*: par laijm'IIc on 
puisse exprimer deux racines de l’équation (i) en fonetion 
rationnelle de la troisième et des quantités connues, 
lorsque r est une quantité rationnelle. 

Mais on peut aussi, eomme nous l’avon# remarqué 
dans la deuxième leçon , mettre cette vàleur de X sous 
forme d’une fraction ayant pour numérateur et pour dé- 
nominateur un binôme du premier degré eu x'. 

Pour cela , on divisera le premier membre de l’équa- 
tion (i) par 6px^ — (gq-\-r)x-i~4p^i après l’avoir préa- 
lablement multiplié par 36p* pour éviter les dénomina- 
teurs; on trouvera pour" quotient ' ' 


et pour reste 


Gp.r -f- (9<7 -f- r). 


2r(gc/ — r\x — 

en ayant égard à l’équation (6). On aura donc- 

. /-),r— 4p^r] = o, 

- • - -1 . 

et par conséquent . ’ ^ _ • 

bpx^—(Q(l + r)x-{-4l>= rr-= 

la valeur de X sera donc . 

» • . 

• b/JX -t- (qc/ -f- r 

Si i> et (/ désignent des quantités numériques déter- 
minées, et que la quantité 4 /'* -I- 27 = — /■’ soit néga- 

tive, ce qui est la condition nécessaire pour que l’équa- 
tion (i) ait ses trois racines réelles, les deux valeurs de r 
seront réelles et de signes contraires; en désignant donc- 
spécialement par r celte de ces deux valeurs qui est posi- 
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live, on aura les espri'sfÿons suivanles des deux raeiiies Xi 
et .r, eu f’onclion de la troisiènu; x 

■■ — — (97 — + —jç)q + r)x-i-2p^ 

^ 6/^x -+- (97 -H r) ’ ' (97 — r) 

Nous allons faire, dans ce qui va suivre, une application 
assez importante ^de ces formules. 

Élude d’une classe étendue d’èqualions numériques du 
troisième degré, qui possèdent une propriété rcrnar- 

Si l’on développe en fraction continue, conformément 
à la méthode de Lagrange, les trois racines .r, x,, Xj de 
l’équation 

x ’ — 7 X -(- 7 = o , 

on trouve 



■ X — 3 H — 1 


X, = I H 


I + 


f- -f- 


4+;,. 


X, = I + 


- . 2 -t- 


I H 

y désignant la racine plus grande que i de l'équation 

yi _ 20.)'’ — 9 J + I = O , 

* X ■ 

en sorte que les trois fractions continues, dans lesquelles 
se développent les racines x, x,, x,, se terminent par les 
mêmes quotients. 

Cette propriété curieuse de l’éqtiation que nous venons 
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de considère I' a clé remarquét; di^puis longtemps, mais 
c’est tout récemment que M. Lobatto s’est proposé, le 
premier, de trouver quelles sont les équations du troi- 
sième degré , à coefficients commeiisurables , qui possèdent 
cette propriété. Ce géomètre a cordplétement résolu la 
question, pour les équations de la forme 

‘ ^ .r' -I- pa- + 7 = 0, 

dans un Mémoire qu’il a publié dans le tome IX du Jour- 
nal des Mathématiques pures et appliquées de M. Lîou- 
ville. Nous suivrons à peu près la marche qu’il a indiquée. 

Si une équation du troisième degré , débarrassée du se- 
cond terme, a ses trois racines réelles, le coefficient de la 
première puissance de x est négatif; nous considérerons 
donc l’équation 

( I ) — px +7 = 0, 

et nous supposerons p et q positifs et commensurables (Id 
cas de q négatif se ramènerait à celui de q positif par le 
simple changement de x en — x), en sorte que l’équa- 
tion (i) aura, une racine négative et deux racines positives. 
Nous désignerons par — x la racine négative, par .r, et ,r» 
les deux racines po.sitives, et en faisant 

[->) c= + 277', 

on détluira des formules précédemment établies, par de 
simples changements de signes , 

(3) X, = ( 9 */— r)x-i-2p‘ ^ _ ;9 7 + / )x+ a;d _ 

' 6/j.r + (97 + r) ’ . 6/,.r + (97 — r) ’ • 

Supposons maintenant que les fractions continues qui 
représentent .r et x, soient terminées par un même 
quotient complet 7 ; d’après les propriétés des fractions 

.4 


vtlll 
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coiilliiucs, OU aura , pour x l't des valours do la rorino 
sulvaiiU* ; 

QV-+-P'’ 


M) 


M, N, ot«'., «‘tant dos iioinbi'os onlioj's positifs assujôttis à 
vérifior les ô(|uaiioiis - ‘ 

(5) ,\M'— M\' = ±i, QP'— PQ' = rti.' 

Do la proinière des ô({uatioiis (4) , ou liro 

__ M — M'æ- 
^ ~ ’ 

I 

et, on portant cette valeur do ) dans la seconde, il vient 

A.r -+- B 
~ A'.v-h B'’ ■ 

ou faisant, pour abréger, 

A = PN' — QM', B = QM — PN , 

A'i= P'N' — Q'M', B' = Q'M— P'N; 

d’oi'i l’on déduit aisément 


{fj AB' — BA' - (NM' — MN') (OB' — PQ') = dz i . 

Les valeurs de x,, données par les équations (3) et (6), 
doivent être identiques; car, s’il en est autrement, en éga- 
lant ces doux valeurs de x,, «n aura une équation du se- 
cond ou du premier degré à coellicients conimcnsurables , 
ou du moins qui ne contiendront que le radical r: cette 
équation, après qu’on y aura cbaugé x en — x, aura, 
avec la proposée (i) , une ou deux racines communes, et, 
dans l’un et l’autre cas, le premier membre de l’équa- 
tion (i) admettra un diviseur linéaire commensurable ou 
ne contenant que le radical r. Si ce diviseur linéaire est 
ciuumonsurablo-, l’équation |)roposéc (i) aura une racine 
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comniensurable. Si ce diviseur coiitieiit le radical /■, et 
que r soit incommensurable, l’équation proposée (i) aura 
une racine 5e la forme a 6/’, elle admettra donc aussi 
« — êr pour racine, et la troisième racine sera alors coni- 
mensurable; d’où il suit que si l’équation (i) n’a pas de 
racine commensurable , comme nous le süppôsons évi- 
demment dans cette recherche, les deux valeurs de T|, 
données par les équations (3) et (6), sont nécessairement 
identiques : on a donc ^ • 

m 9? — '' _ _ 6 J' _ 91 + ï 

^ ' A B A' B' 

On peut déterminer aisément la valeur X commune à cha- 
cun de ces rapports. On tire, en effet, de ces équations (8) 

)i’(AB' — BA') = — 4r>; 

et comme AlV — 43A' doit être égalj) ± i, il fautcju’ici 

. AB' — BA' = — I, et’ 

d’où . 

X = d: 2 r, • 

et même X = ar, à cause que les fractions (8) sont évi- 
demment positives; les équations (8) donneront alors. 


9:-'--:= A, 

ar 


— B ^ — A' ^'7 ' 


Donc, pour que les deux racines — x et x, de l’équa- 
tion (i) «e terminent par les mêmes quotitmts incomplets, 
il faut que 

• 91 — '' 97-+-'’ 

loV = — 1 ■ 1 — » ' ? 

■ 2 r 2r ?.r 2 r 

soient des nombres entiers; ce qui exigo, en particulier, 
que r soit commensurable, puisque p cl q le sont par 
hypothèse. 

. > 4 - 
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On si-iail arrivé exaricmciil à la nii''iuiu'oiuiilinii si, 'au ’ 
lieu <le cousiilérer l(?s racines — .r el .r,,^n eût pris 
— X et X, . 

Je dis inaintenant que les conditions que nous venons 
de trouver sont suflisanlcs, et que, si les quantités (q) 
sont des nombres entiers, les trois racines de l’équation (i) 
étant développées en fraction continue, se termineront 
toutes trois par un même quotient complet. 

Posons 


(lo; 


^ ItL — B ^ 

7 r ’ 2 r ’ 2 r 


A', 


9 '/ + 


B', , 


les formules (if) deviendront 


(") 


Ax + B 
A'x-t- B' ’ 


K'j -t- B 
A'.r -4- A ' 


les équations (lo) donnent d’ailleurs • 

( 1 2) . AB' — BA' = — I , 

\ 


et^spar hypothèse, A , If, -A', IV sont des nombres entiers. 

Cela posé, pour établir la proposition que nous avons 
en vue, nous commencerons par démontrer le Icmme 
suivant. 

. Lemme. — Si A, B, A', B' sont quatre nombres entiers 
tels, que A > B, A' [> B', et qui satisfont à la condition 


AB' — BA' = rt I , 


on pourra toujours considérer les fractions comme 

deux léduites consécutives d’ une meme fraction continue. 
A 

Réduisons, en effet, —, en fraction continue, et arran- 
geons-nous de manière que le nombre' des quotients soit 
pair ou impair, suivant que AlV — BA' est égal à -+-i ou 
à — 1 . Cela est toujours possible; car on peut, si on 1e 
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juge à propos , ' diiiiinuei' d’une unité le dernier -quo- 
lienl obtenu, et prendre un quotient de plus égal à i. 
Formons les réduites de cette fraction continue, -et dé- 


M 


signons par ~ ravani-dernière , c'est-à-dire celle qui 


M 

précède —•> on aura 


BA', 


AM'— MA' =r ± 1 = AB' 
et, par conséquent, 

• A(M' — B')= A'(M - B). 

Or je dis que cette dernière égalité exige que l'on ail 
M = 15, M' = B'-, car si cela n’avait pas lieu, A , qui di- 
vise le premier membre de l’équation précédente, divi- 
serait aussi le second, et comme il est évidemment pre- 
mier avec A', il diviserait M — D, ce qui est unpossiblei 
puisque M et B sont tous deux moindres que A. 

P 

Il suit de là que Ion peut supposer que —, est l'a- 
vant-dernière réduite de la fraction continue dans la- 
quelle se développe — . iVotre lemme est donc démontré. 

Revenons maintenant au théorème qu’il s'agit d’éta- 
blir (*). 

Si l’on a à la fois v . , , 


A>B, A'>B', a:>i, 

il est évident, d’après la première équation (it)j que x 
sera un quotient complet de la fraction continue dans la-' 
quelle se développe Xt; car, à causi- de l’équation ( 12 ), si 

A . . * 

l’on fait le développement de —, en fraction continue, on 


(*) l.c Mémoire de M. toballo renfeimo quelques inexactitudes» qui 
pourtant n’intiinieiil en rien les cuncluBions de rauteiir. 
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aura-, [)ar exemple , 


A I 


B I 


7 +|t> 


«“t, d’après les propriétés des fraetioDS eontinaes, 


JTi — a -t- 


e + . 


ï-f- 


X 


Supposons que l'oii u’ail pas à la fois A ^ B, A'^ B', 
mais que x soit ^ i , et posons 


X =r a + - , 


a étant le plus grand entier contenu dans x , la valeur 
de T, devient 

(Art -l- BJ Z -f- A G Z -f- A 


X, 


(A'rt-f-B')z-l-A' C'z-+-A” 

ici l'on a évidemment, a n’étant pas nul, 
C>A, C'>A' 


et 


CA' — AC' = -t-i, à cause de AB' — BA' = — i; 


d’où il résulte, évidemtnent, que z sera un quotient com- 
plet de la fraction continue dans laquelle x, se développe. 
Cette conclusion est en défaut si a est nul; car alors la, 
valeur x, est 


■r, : 


B Z -f- A 
' B'î-4-A'’ 
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ft il SI! peut qu’on n’ait pas à la fois A cl B' > A' 
Posons alors 

Z = A + -î - 1 . ■ 

■ ' .■ « ' 

b étant l’entier le plus grand contenu dans z ; on aura 

(B A 4- A) « 4- B D« -t- B 

~ (B^r+A^)« + B' ~ D'« + B' ‘ . 

Comme b ne peut èlrfî nul, on a évidemment B, 
D'^ IV; d’ailleurs DB' — Bl)'= — i, donc u sera un 
([uolient complet de x,. 

n résulte de ce qui précède que l’un des trois premiers 
quotients complets de la racine négative — x sera néces- 
sairement un quotiertt complet de la racine positive Xi , 
et par conséquent aussi de la racine j’, ; car tous nos 
raisonnements s’appliquent à x% qui se déduit de Xj , en 
changeant A et B' l’un dans l’autre. 

Fornutlion des équations qui possèdent la propriété 
précédente. — Nous allons former les équations <{ui pos- 
sèdent la propriété que nous venons d’étudier. 

Il s’agit des équations de la forme 

J."’ — px + q 7 = 0 , 

el<jui sont telles, qu’en posant 


on ail 

/•' 4 P‘ — 27 q' 


Vjq — r =. 7. r K , 

(’•) 

p- = rB , 

(3) 

3 P = cA', 


( 4 ) (9'7 + '■) = 

A, B, A', B' étant des nombres entiers^ et il en résulte 
,(5' • AB'— BA'=— 1. ■ 
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L’équalioti (5) étant une conséquence des quatre pre- 
mières, nous pouvons nous borner aux eVjuations (i), (;•$), 
(4), (5), et même substituer aux éxjuations (i) et ( 4 ) celles 
qu’on en déduit par addition et soustraction, savoir : 

97 — r(A-t- B'), B' — A = i. 

De ces dernières combinées avec les équations ( 2 ) et (5), 
on tire 

‘7 
( 8 ^ 

(9) 

Iles équations ( 8 ) et ( 9 ) combinées avec l’équation 
/ ’ = 4 p’ — on tire 

■ 9(2A4-i)’-t- 27 

' ~ W ’ 

par suite, les équations ( 8 ) et ( 9 ) donnent 

_ (2A-|-i)’-)- 3 3(A’-t-A-|-i) 

'' ~ 4a" ~ a'> ’ 

(2 A-t - 1 )’ -I- 3(2 A-l- 1 ) 2A^-i-3A’-t-3A-t-i 

' ’ “ 4 A'-’ - 

Dans ces formules, A peut être considéré comme un 
nombre entier absolument arbitraire , et A' n'est assujetti 
qu’à la S(mle condition de satisfaire à l’équation ( 7 ), c’est-à- 
dire de diviser A’-f-A-+-r 

Il résulte de là que les équations dn troisième degré 


B'= A -t- . , * 

^ A’-j-A-f-i 


2 A-+- 1 
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(loiil nous nous occupons ont la forme générale que voici : 

_ A’ 4- A -H I 2 A^ + 3 A’ 4- 3 A 4 - 1 
,^_3 .. X4- =0, 

I • 

A désignant un nombre entier quelconque, et A' un divi- 
seur quelconque de A® 4- A 4 - 1 . L’équation — ^,r 4 - 7=0 
se déduit de cette équation générale, en faisant A = 4 i 
A'=3. 

M. Lobatto s’est borné, dans son Mémoire, à l’étude 
des équations du troisième degré débarrassées du second 
terme. On arriverait à des résultats plus étendus , en 
considérant les équations complètes; car on comprend 
qu’une équation complète puisse posséder la propriété 
que M. Lobatto a étudiée, et ne pas la conserver quand 
on l’aura débarrassée de son second terme. Cette exten- 
sion des recherches de M. Lobatto ne présente aucune 
difficulté, car l’équation la plus générale du troisième 
degré peut être mise sous la forme 

( X — «)■’ -+- /I (x — rtf 4- 1/ = O , 
r 

et l’on peut aisément exprimer deux racines en fonction 
rationnelle de la troisième, en se servant des formules 
que nous avons^établies précédemment. Ces formules fe- 
ront connaitre ensuite les conditions pour que les frac- 
tions continues dans lesquelles se développent les trois 
racines puissent se terminer par les mêmes quotients 
incomplets ; il n’y a qu’à employer des raisonnements 
tout semblables à ceux que nous avons faits; mais je crois 
devoir me borner, ici, à eetle simple indication. 
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DIX-SEPT1È31E LEÇON. 

lU>Mi!uttnn de l'équaliijn j»ém’ral« du quatrième deyré. — [Méthode <K- 
Louis KciTari. — Étude de la résolvante. — Méthode de l.a^raïq^e. — 
Méthode de Dcscartcs. — Méthodes de Tschirnaiis cl d’Euler. 


Itésolulion de V équation générale du quatrième degré. 

Nous allons exposer, dans cette leçon, les principales 
mélhod<îs connues pour la résolution de l’équation géné- 
rale du quatrième degré. 

Méthode de Louis Ferrari. 


La méthode la plus simple pour résoudre l’équation 
du quatrième degré, est aussi la plus ancienne; c’est celle 
de Louis Ferrari : elle consiste A faire en sorte que les 
deux membres de l'équation soient des carrés, et elh; ra- 
mène par suite la résolution de l’équation du quatrième 
degré A celle de deux équations du second, j 
S oit l’équation 

( I ) -t- px' - 1 - i/a:’ ra- -)- 4 = o ; 

en ne conservant dans le premier membre que les deux 

premiers termes, elle devient 


x' -t- y>x * = — fy.r’ — rx — 4 , 

et, on ajoutant aux deux membres afin <|uo 1<‘ pre- 
mier membre devienne un carre, 

(2) ^.r’ -t- ^ — 1/^ x^ — rx — 4. 

ISlise sous cette forme, l'équation proposée se résoudrait 
immédiatement, si le second membre était un carré; 
car il suffirait alors d’extraire la racine carrée des deux 
mendtr<-s, et ré(|uation ne serait jdus que du second degré. 
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C’est à ce cas irès-parliculier que la méthode de Ferrari 
ramène tous les autres. 

Désignons par y une quantité indéterminée, et ajoutons 
aux deux membres de l’équation ( 2 ) la même quantité 

il vient 

,3, (I (e- (.ÿ-,). 

Maintenant, déterminons y, de manière que le second 
membre de l’équation (3) soit un carré. Il suffit,' pour 
cela , que l’on ait 



ou _ 

(4) <//' + {/"• — 4-‘'}r — — 4?) — o; 

et si l’on connaît une seule racine de cette équation en j, 
la résolution de l’équation proposée ( 1 ) s’ensuivra immé- 
diatement, car l’équation (3), qui est la niêmeque(i), 
peut s’écrire comme il suit : 



<‘t se décompose dans les deux suivantes, qui sont du 
second degré. 



C:„,- 
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l/équalion (4), qui esl du troisième degic , sera doue 
ici la réduite ou la résolvante de I équation (i). JN'ou.s 
avons vu qu’on peut exprimer par radicaux les racines 
de l’équation générale du troisième degré, il s’ensuit que 
ré(juation du quatrième degré jouit de la même propriété , 
car les équations (5) permettent d’exprimer les quatre 
racines de l’é<|uatiou (i) eu fonction des codficients et 
d'une racine quelconque ) de la résolvante. 

FiXEMCLE. — Considérons l’équation , 

,r‘ + X-' — 4 — 4 a; + I = ü , 

dont les racines ont pour valeurs absolues le côté et les 
diagonales du polygone régulier de trente côtés inscrit 
ilans le cercle de rayon i. La résolvante (4) sera ici 

yi 4 - 4jJ _ 8 > — 33 =T o, 

et a — 3 pour racine; l’équation proposée se décompose 
alors dans les deux suivantes ; 



et, en général, en appliquant la méthode de l'err*ui à 
une équation du quatrième degré à coelTieienls eommen- 
surablcs dont les racines ne doivent pas contenir, dans 
leur expression, de radicaux cubiques, on arrivera tou- 
jours à une résolvante qui aura une racine commeiisti- 
rabic. 

Étude de la résolvante . • 

>’ous venons de voir comment les quatre racines de l’é- 
quation proposée peuvent s'exprimer à l’aide d’une seule 
racine de la résolvante; nous allons étudiei à son tour 
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colle l'éiolvaiile, el examiner de quelle manière ses ra- 
cines sonl formées avec celles de la proposée. 

Désignons loujours par y une racine quelconque de la 
résolvante, el jiar x, , x, , Xj, x, les quaire racines de 
l’équalion proposée, savoir, par x, et Xj celles qui appar- 
liennent-à la première des équations (5); par .r, el x, 
celles qui appartiennent à la seconde. On aura alors 

y 2 

JT, .^5 . — -f- : — J 

f-L-r ' ■ 

el , en ajoutant , 

J = i.a:, -t- XjX,. 

l.a résolvante a donc, pour racine la fonction 

• f 

X, X, -f- X, X, 

des quatre racines de la proposée, qui n’a eflèclivement 
que trois valeurs,. quand on y échange les racines les unes 
dans les autres de toutes les manières possibles. 

Posons 


d’oii 


la résolvante en y se transformera dans une équation 
en r, qui sera du sixième degré, mais «jui ne contiendra 
<[ue des puissances paires de t. Celle équation ne sera pas 
plus dithcile à résoudre que l’équalion (4), et on peut la 
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prendre pour résolvante à la place de cette dernière. Lc's 
équations (5), dans lesquellesse décompose l’équation pro- 
posée, dcviciinenl alors 



et l’on en déduira les quatre racines de la proposée, si l'on 
connaît une seule racine de la résolvante eu t. 

Les équations précédentes ont pour racines, la pre- 
mière, Xi et .rs, la seconde, x» et .r» ; on a donc 


r, -H r, = 


9 

a 


et , en retranchant , 

t = .c, -t- j:, — .r, — .r,. 

Telle est l’expression de la racine de la résolvante en t. 
C’est une fonction linéaire des racines de la proposée, 
qui peut prendre ertectivemeiit six valeurs égales deux à 
deux et de signes contraires, par les permutations des ra- 
cines .r, , ar, , arj, x,. 

Méthode de Lagrange. 

D’après la théorie générale exposée dans les onzième 
et douzième leçons , on peut exprimer rationnellement les 
quatre racines de l’équation géiiérale du quatrième degré 
par une fonction de ces racines telle , (jue les i . a . . 4 va- 
leurs qu’on en déduit par les permutations soient dillé- 
rentes. Une pareille fonction dépend d'une étpiation du 
vingl-qiiatrièine degré; mais nous venons de voir, par 
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l’analyse de la méthode de Ferrari, cju’il suHit, pour ré- 
soudre l’é<[ualioii du quatrième degré, de coniiaîlre une 
fonction des racines qui ait trois valeurs seulement , ou six 
valeurs égales deux à deux et de signes contraires. 

La formation à priori de l’équation dont dépend une 
pareille fonction des racines de la proposée, et la déter- 
mination subséquente de ces racines, constitue une nou- 
velle méthode due à Lagrange, et que nous allons actuel- 
lement exposer. 

Soit l’équation - 

( I ) x' px' -+- qx^ -)- rx -I- •« = O , 

et désignons para:,, a*,, .r,, .Tj ses quatre racines. La fonc- 
tion la plus simple de ces racines parmi celles qui ne peu- 
vent acquérir que trois valeurs est .r, ,Ti XjO:,; posons 
<lonc ■“ 

^- = x,x, 4- XjX, , 

et commençons par chercher la valeur de y, ou plut<)t 
l’équation du troisième degré dont elle dépend. 

Soient J,, Tsî.Vj les trois valeurs que peut acquérir y, 
on aura 

y, = X, X, -H x-,x, , y, = X-, X, + X, x, , y., = x, x, + x,x., , 

et l’équation en y sera 

( 2 ) y’— (y, +y,-(-jr3)y’4-(y,y,-(-_r,yj -t-ysyî)y — y,y,y., = o. 

Les coellicients de cette équation (a) sont des fonctions 
symétriques des racines de l’équation (i), et peuvent, par 
conséquent, s’exprimer par les coefficients />, <7, r,.s. On a 
yi-+-yj-Hy3==(xiX,-f-x,x,-f-x,x, -t- x,x, -y x,x, -y x,x, ) = <•/, 
y, y! -Fyiyj -H y.y^ 

= (x, -y X, 4 - X, -y x,2(x|X,Xj -y x.xjx, -y x.x^x, -y x,x,x, ) 

— ^X,X,X:iX, — pr — 4 '*, 

yiyiy3 = 

X [(3c,-yx:-yx,-yxd'— 4(x,x,-yx,x,,-yx,x4-yx,r,-yx,x,-yxjx,)j 
-y (x,x,x, -y x,x,x, -y x.XjX, -y x,x,x,)’ = vf/j» _ 4 y) r-; 


U‘Ai DtX-hF.PTIKMK LE(,:ON. 

l'équation résolvaitic c‘ii v est donc ' 

(3) .r’ — vj’ + 4')/ — [■'(/'’ — 4'/) + ^’] = «■ 

Nous savons résoudre cette équation, qui est du iroisiènic 
degré; voyons maintenant comment on oLiicndra les va- 
leurs des racines .r, , Xj, .r,, Xj. 

Soit ) , une racine qmdconque de l’équation (3), on 
aura 

x,.r; -I- — jr, ; 

d’ailleurs 

X = .(; 

donc X, X, et sont les racines de r<*qualion du second 

degré 

(4) 3* — r. Z -)- * = O. 

Soient Z, et 3 , les racines de cette équation (4), ou aura 

•r, a:. = 3, , x,.r, = 3,; 

connaissant ainsi les fonctions ;r, Xj et XjX, , on voit- de 
suite qu’on doit en déduire rationnellement les sommes 
X, -t-Xî et Xs-|-X.i, qui sont des fonctions respectivement 
semblables à x, Xj et XjXi- On a, elfccti veinent , 

■r, r, [x, -t- .rj) -t- x, x,{x, ■+■ ,c,) = — /■, 
ou . ^ ' 

3,(,r, -t- .r,) -I- Z, (.r,: -I- J;,) = — r ; 

d’ailleurs 

(x, -+■ X,) -t- (xj -+-X,) ——J>, 

donc 

X, -t- X, = 5 X., -t- X, = 

Z, — Z, Z, — Z, 

(Connaissant x, H- Xj et x, Xj, Xj H*X, et X 3 X 1 , on for- 
mera deux équations du second degré, ayant pour ra- 
cines, la première, x, et x, , la seconde, x, et x,, et le 
problème peut être considéré comme résolu. 
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Un iTSout plus facilcinoiil réqiialiüii du cjualiiiMne 
degré, en prenant une résolvante dont la raeinc soit une 
fonction linéaire des racines de l’équation proposée, 
ayant six valeurs égales deux à deux et de signes con- 
traires. 

Soit 

f = ,r, H- X, — Xj — X, ; 

cette fonction , ayant six valeurs , dépendra d’une équa- 
tion du sixième degré : mais parce que ces valeurs de t 
sont égales deux à deux et de signes contraires, l’éqtiation 
s’abaissera au troisième degré, en posant 


On peut former directement l’équation en 6, puisqu’on 
connaît la composition de scs racines -, mais on peut aussi 
la déduire de la résolvante (3)en y. Il est facile, en elVet, 
<le voir que l’on a 

0— ;>’-t-4<7 

4 ’ 

et la résolvante en 6 est 

I 6’ — (3p’ — 87)0’-)- (3/)‘ — -I- \&pr — 64^)0 

I — [p’’ — ^l>q + = O- 


On pourrait exprimer les quatre racines x, , x, , Xj , x, 
de la proposée, à l’aide d’une seule des racines 6 de cette 
équation; mais on obtient des résultats plus simples en 
employant les trois racines. 

Soient 6,, 0j, 6, les trois racines de l’équation (5), on 


aura 

1 X, -H X, • Xj — X, = y/0, , 

(6) 

{ X, -(- X, — X, — X, = \/$, , 

d’ailleurs 

^ X, 4- X, — X, — Xj = v^0j ; 

( 7 ) 

X, -t- X, -(- X., -J- X, = — P 


.i'iG I)lX-SEPTli;MF I.F.ÇON. 

<■1 les cijualiuiis (fi) el ( 7 ), <jui sont du |H'emier degré, 
donneront les valeurs suivantes des quatn? raciiies 


— -f- V^O, 




4 


: 


— P -h \fÔ^ — v'Oj — v'o.i 

_4 _ J 

— P — V^O, -t- \/o, — 

_4 _ 

~ l> — V®i — V^Oi -f- 

4 


Ces quatre racines peuvent être représentées par la l'or- 
nntle unique 

,0, — /^ + yO, -f- 

( 8 ) .r= ^ , 

puisque cliaque radical a deux valeurs égales et de signes 
contraires. Mais ici se présente une diflieulté, car l’ex- 
pression de X, donnée par l’équation (8), a huit va- 
leurs, tandis qtie l’équation proposée ne peut avoir que 
quatre racines. 11 est aisé de faire disparaître cette ambi- 
guïté. En effet , on peut prendre à volonté l’une des deux 
valeurs de et mais quand on a fixé ces valeurs, 

celle du troisième radical V^ôjse trouve par cela même dé- 
terminée. En effet, en multipliant les trois équations (fi), 
on trouve 

\fo', s/B, = (a.-; 4- 4- 4- xJ , 

4- i[x, X, Xj 4- a.-, X, X, 4- a, .r, x, 4- x, .tj x.) 

— X, (x’ 4- x’ 4- xJ) — x.,(x( 4- x’ 4- x’,) 

— x,(x; 4- x( 4- x() — X, (x) 4- xJ 4- x’) 

= 2 2"^' ~ S*"' X""' 

— — /j’ 4- 4/^'/ — 


Digitized by Google 



DIX-SF.l'HI.ME I ■F,(;()N 


d’üù 




- !>' + 
v'o, 


Il résulte di; là que la valeur de .r, donnée par 1 équa- 
tion (8), a préeiséiueut quatre valeui-s, et quelle repré- 
sente Lien, en conséquence , les quatre racines de l'équa- 
tion proposée. 

Remxuque. — Il est important de remarquer que le 
succès des mélliodes de Ferrari et de Lagrange est du à 
cette seule circonstance, que Von peut former des fonc- 
tions fie quatre lettres, qui n’aient que trois valeurs. 


Méthode de Descartes. 

Cette niétLode consiste à identifiei' l’é(juation proposée 
jr' -4- px' -t- qx‘‘ -4- rx -t- .ç = o , 
avec cette autre 

{x- ■+■ fx -t- g) (j;’ -4-/'a.- + g ' } = o, 

dont les racines peuvent être eonsidéién-s eoiunie connues. 

Au lieu d’employer la méthode des eoellicieiits indé- 
terminés, comme fait Deseartes, on peut exprimer «|ui.‘ 
.r’ -I- /x -f- jt; est un diviseur du premier membre de 
l’équation proposée, en ell'cctuant la division, et égalant 
à zéro les deux termes du teste qui est du premier degré 
en X. On obtient ainsi deux étpialions entre les deux in- 
connues f et en éliminant ÿ ou f, on a une équa- 
tion du sixième degré qu'on ramène ai.sément au troi- 
sième, et (|u’oii pt.'Ut considérer comme une résolvante 
de l’éqtiaflon proposée. Cette méthode ne dillère pas, au 
fond , de celles que nous avons d’ahoi'd exposées 4 car si 
l’on connaît une valeur de g ou de f, c’est-à-dir<! x, x« 
ou X, -I- .r , , on coanaitra également Xj x, ou .r, x> , 
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L't la l'ésoluliuii do l'équalion proposée s’cii déduira eumiiie 
nous l’avons montré précédemment. 

Méthodes de Tschirnans et d'Euler. 

Je 11’ ajouterai rien à ce que j’ai dit dans une précédente 
leçon au sujet de la méthode de Tschirnaiis, qui ramène 
l’équation 

X* + px- H- f/jr’ + rx -f- î = O 
à la forme bicarrée, en employant la transformation 
J = a bx .r% 

cl disposant convenablement des indéterminées a et h. 

I^a méthode d’Euler consiste à éliminer r entre les deux 
équations 

X = <t + b}- + (■)■’ -f- <ly\ 

y' — e, 

et à identifier l’équalion finale en x avec la proposée, 
dont les racines seront alors données par la formule 

X — a + b + r . 

Tout revient donc à déterminer les valeurs des indéter- 
minées a , /j, e. d .1 e, dont l’une peut être choisie arbitrai- 
rement. 
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Sur la rèüolutiun algébrique des équations. — Des équations de degré 
premier. — De.s équations de degré non premier. 


Sur la résolution algébrique des équations, 

'l’oiiles les méthodes connues que les géomètres ont 
essayé d’appliquer .à la résolution algébrique des équa- 
tions, et il en serait nécessairement de même des nouvelles 
qu’on pourrait imaginer, reviennent à faire dépendre la 
résolution de l’équation proposée de celle d'une autre 
équation plus facile h résoudre, et dont les racines sont 
des fonctions de celles de la proposée. 

C’est ainsi que nous avons pu résoudre l'équation dti 
troisième degré, en déterminant la valeur d’une fonction 
linéaire de ses racines .r,, Xj, X3, 

t z= x, + ax-, a’.fj, 

a désignant l’une des racines imaginaires de l’équation 
a:’ = 1 . Le cube /'■* de celte fonction ne peut prendre que 
deux valeurs distinctes par les permutations des racines 
.r, , .T;,, 1 1 dépend, par conséquent, d’une équation du 

second degré. 

De même, nous avons résolu l’équation du quatrième 
degré en déterminant la valeur de l’une des deux fone- 
lions suivantes de ses racines x,, Xj, Xj, X4, . 

y I •i'î “L" \ J 

t = a:, — X, -I- .ij — a**. 

La première de ces deux fonctions ne peut acquérir que 
trois valeurs, et dépend , par conséquent , d’une équation 
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ftii troisième degré, (ju’oii sait lésoudre; la seroude peitl 
prendre six valeurs, et dépend d’une é(jiiatioii du sixième 
degré, mais qu’on peut abaisser au troisième, paree 
(jii’elle 3ie eonlient ((uc des puissances paires de l’in- 
connue. INous avons vu, dans la leçon précédente, que 
la résolvante en t conduit plus aisément que celle en y It 
la résolution rk; la ]>roposéc; elle a aussi cet avantage que 
la résolution de réipiation du ([uatrième degré, qu’on <;n 
déduit, présente la plus complète analogie avec celle de 
1 ’éqiMtion du trorsièine degré. La fonction t peut , en clVet , 
s’écrire ainsi ; 

e = X, -j- xXi -i- a’ Xj -f- a^x, , 

a désignant la raeûne réelle — i de l’équation x‘= i. 

Dans kîs Mémoires c/e V A cailémie de Berlin (années 
l'j’jo et 1771) (*), Lagrange, prenant }>our point de dé- 
part les résultats qui ]>réccdeiit, a elierchc h opérer la 
résolution de l’é(jaalion générale de degré m dont X,, Xs, 
X3,.. . , X,„ sont les m racines, en employant une fonc- 
tion de la forme 

C = X, îtx, -H- a’Xj 4- , . . -t- a"-’x„_, -H a'““'x„, 

on a désigne une racine de récpiation x"‘= i . 

Quoique ces recherches de Lagrange n<; l’aient pas 
conduit à la résolution des équations générales d’un degré 
suj)cricur au (juatrième, les développements qu’il a donnés 
k ce sujet présentent asscx d’Intcrct potir qu’il semble 
utile de les exposer ici. 

jN'ous suivrons la marche tracée par l’illustre auteur, et 
i>ods distinguerons avec lui le cas où le degré de l’équa- 
tion est un nombre premier, et celui où il est un nombre 
composé. 

(■) t.af,riUii;i; a |iréseiilc im exilait Je su» Mémoire dan» la noie Xtlt di: 
aoii Tntitc de ht lli'aolutiüii des rtpialions numit i'jucs . S'' édition, pai'e !'|2. 
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De.s équations de degré, premier. 




les m racines d’une équalioii 

(.) V = o, 

de degré premier m , a une racine quelconque de l’équa- 
tion ,r"‘ = 1 , cl posons 

( 2 ) t = a;, H- aXa -t- a’x, -t- . . . -4- 

Si a n’est pas égal à i, m étant premier, les puissances 

de a , savoir 


t = a;, H- aXa -t- a’x, -t- . . . -4- a"”' 


sont les m racines de l’équation x"‘ = 1 , et, par consé- 
quent, sont toutes distinctes. Il résulte de là que la fonc- 
tion t prendra i .2.3. . . m valeurs distinctes, si l’on y 
permute les m racines x, , a:» , etc. ; cette fonction dépend 
donc d’une équation du degré 

1 . 2 . 3 . . . m , 

qu’on peut former par la méthode exposée dans la deuxième 
leçon, puisqu’on connaît la composition de ses racines. 

Nous allons démontrer que la résolution de celle équa- 
tion de degré i . 2 . 3 . . . /« , peut se ramener à la résolu- 
tion d’une équation du degré m — i, dont les cocjficienu 
dépendent d’une équation du degré i . 2 . 3 . . . (ni — 2 ). 

Multiplions successivement l’expression de t par a, a“, 
a:’,..., a'""', et rabaissons les cxjwsaiits de « au-dessous 
de /«, à l’aide de la relation a"‘+" = a", on a 

t= X, -h XX, -t- XX, H- ... -1- 
a t = a.f, 4- 'XX, -f- arx, |- . . . -4- ,r„, , 
y't =r a’;f| -i- a'.l'j h 'x'x. H - , . . 'J.X,,,, 

• t . , 

r""*/ — I r, (- ax ^: i- - . H- 
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ou , on ordonnant par rapport aux puissances de a . 

t ~ Xy + a.C; + a’ a:., -f- . . . , 

xt =z x„-\- xx^ 4- a’JTi 4- ... 4- a"-' j:»_, , 

a?l — Xn^, 4- aj;„ 4- a’ j-, 4- ... 4- a'"-' 


( a"~'r = .r, 4- x.Xs 4- 4- ... 4- a™ 'x,. 

On voit (|ue chacune des quantités 

f, xt , a’f,. . ., a™-' t 

,sc déduit de la précédente par la substitution 



et, par conséquent, chacune des racines ar,, .r,, etc., oc- 
cupe, dans les seconds membres des équations ( 3 ), toutes 
les places. Par exemple , .r, est à la première place dans t , 
h la deuxième dans oct, etc., à la dernière place dans «"‘“'i ^ 
on aura donc les i . 2 . 3 . . . /n valeurs de t, en faisant subir 
aux m — I lettres Xj, X3, . . . , .r,„, dans les seconds mem- 
bres des équations ( 3 ), les i . 2 . 3 . . . (/// — i) perniutalions 
dont elles sont susceptibles, sans changer la place de .r, 
Kl si l’on fait, pour abréger, 

fi = 1 . 2 . 3 . . . (w — I ) , 
et <|uc I on désigne par 

les U valeurs cpie prend /, quand on v permute les ni — i 
leiire.s Xj, x,,..., .r,„, les i .2.3, . . in racines de l’équa- 
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on a d'ailleurs 

{i - = f" - 

l’équalion en t sera donc 

On voit que cette équation ne contient que des puissances 
de t dont les exposants sont divisibles par ni, et qu’elle 
s’abaissera au degré p = i . 2 . 3 . . . (m — 1)1^'' Posant 

l” = 0. 

L’expression de 9 est 

(4) 0 = (ar, 4- axj H- a-jr,, -f- . . . + a™"' x,„)”, 

et l’on en déduira celle des p racines de l’équation en 9 , en 
permutant , de toutes les manières possibles , les fit — i let- 
tres X, , Ta , , X,„ , sans changer x, de place. Or, parmi 
ces permutations, qui servent à déduire toutes les valeurs 
de 9 de l'iinc d’entre elles, il en est qui méritent sur- 
tout de fixer l’attention, parce qu’elles équivalent au 
simple changement de a en a’,. . ., Pin elîet , ni 

étant un nombre premier, si dans la série 

a-,..., 

on remplace x par x", 11 étant <Tm, on reproduiia les 
memes racines, mais dans un ordre dill'érent. La substi- 
lulion à X, de Pu ne de. ses puissances, équivaut donc :i 
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un ccTtaiii cliaiigciiiciil des puissances <lc y. ciilic elles 
dans IVxpi'cssion de 0, et, par suite, à un certain clian- 
geineiit des racines .x’j , Xj , . . . , X,„ entre elles. 

Remplaçons donc a , dans l’expression (4) de 5, par cha- 
cune de scs puissances a , a’, a’, rabaissons les 
exposants de a au-dessous de m, et ordonnons, par rap- 
port aux puissances de a , la fonction dont la puissance m 
est égale à 5 ; désignons enfin par 

J J ) • • • î ^m—l î 

les ni — I valeurs de 0 ainsi obtenues : il est évident 
(jueXj, qui occupe la deuxième place dans 0,, aura la 
troisième dans Oj , la quatrième dans 0, , etc., la dernière 
dans 0,„_i , cl l’on aura 

0, = (,C| -P -H a’ -I- . . . -H ... x"-' 

0, = ^.r,-P -t- a^^J -P ..... ^ , 

Ûj (-Cl -f- 


0„_, = (x, -P -P a“-'.x,)™. 

Voilà donc in — i valeurs de 0 dans lesquelles Xa occupe 
successivement la seconde, la troisième, etc., la dernière 
place, en sorte qu’il suffira, pour avoir les i.a.3... (ni — i) 
valeurs de 0, défaire, dans chacune des ni — i valeurs 
(|uc nous venons d’écrire, les 1 . 2 . 3. ..(//< — 2 ) permuta- 
tions des lettres Xj, .r,, ... , x,„, les unes dans les autres, 
sans changer la place ni de x, ni de x.. On déduira, en 
elfet, par ce moyen i.2.3...(m — 2 ) valeurs de 0, de 
chacune des valeurs (5), ce <[ui fera eu tout 1.2.3. ..(m— i). 

Si jnainlenant on considère ré(|ualiou de degré in — 1 

'/) _ fl,) 'tj _ 0,} . - . r= O, 
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ou 

(G) 0 “-' + p, 0 '“-= + p, 6"-’ + . . . + Pm-X 0 + Pm — O, 

qui a pour racines les quantités 0|, 0, , . . . , P,„_i; je dis 
que les coefïïeieuts />, , etc., de cette équation ne dé- 
pendent que d’une équation du degré 1.2.3... — 2), 

en sorte que l’équation du degré i.2 .3 ...(/m — 1), qui a 
pour racines toutes les valeurs de Q, se décomposera en 
i.2.3...(/« — ■ 2) facteurs du degré m — i, à l’aide d’une 
.seule équation du degré i.2.3...(/« — 2). 

D’abord il est facile de voir (jue toute fonction symé- 
trique des (juantités 9 ,, Oj, 9 a,."î ue |>eut acquérir 

que 1.2.3... (/// — a) valeurs, par les i.2.3...(m — -2) 
permutations des lettres Xa , x\ , x,„. 

En ellet, si l’on remplace a par l’une (pielconque de 
ses puissances, a"~‘, les quantités 0 , , 9 ., . . . , 9 ,„_, ne feront 
que s’échanger les unes dans les autres, car 9 j , 9 ^ , etc. , 
se déduisant de 9 , par les changements de a en a^, a’, etc. , 
on peut les représenter par 

h) 9 («). 9 (a‘), 0(a‘),..., Û(a"-‘); 

et CCS quantités (7) sont les mêmes, à l’ordre près, que 
les suivantes 

(8) (»-0], 

qui se déduisent de la première d’entre elles de la même 
manière que les quantités {7), c’est-à-dirc par les clian- 
gements de a en a’, a’, ..., a'"~‘. 

Maintenant, le changement de a en a''“‘ dans 0, ou 9 (a) 
é<juivaut à une certaine permutation des Iclires x» , 
X3,...,x,„, (pii amène x.^ à la place de x„; d’où il 
suit (|ue les ([nanti lés (8) se déduiront (à l’ordre près) de.s 
([uanlités (7) [lar la même sulislilution . Il y a donc, en 
un mol , des sub.slitulions pouvaul amener .r, à la [dace 
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de rime fjueleniK|ue des Icitres suivantes .l’s , j.„, . 

et par lesquelles les quanlilés 9, , Oj , , 9,„_i ne font que 
s’échanger les unes dans 1(!S autres. Par conséquent , ces 
substitutions ne changeront pas la valeur d'une fonction 
symétrique des quantités 0, , 9j, 9„,_ 

Cela étant, supposons qu’on veuille appliquer à une 
fonction symétrique de 6,, 0», etc., une substitution 
quelconque devant amener .r, à la place de x„ , on pourra 
commencer par amener a’, à la place de x„ par une sub- 
stitution qui ne change en rien la valeur de la fonction 
symétrique, ensuite il n’y aura plus qu’à opértu' une cer- 
taine substitution sur les rn — a lettres x',, .ri , x„, 
la seule qui puisse chaiigm- la valeur de la fonction symé- 
trique. Ainsi , la place de .r, pouvant être fixée à volonté 
dans une fonction symétrique de 9,, 9j , etc., une pa- 
reille fonction ne saurait avoir que les i .2 3... [ni — 2 ) 
valeurs résultant des permutations des m — 2 lettres 

3 î V î • • • î 

D'après ce qui précède , chacun des coefficients pi , 
/>j, etc., de l’équation (6) dépend trune équation du 
degré i . 2 . 3 ... [ni — 2 ), et l’on pourra former chacune de 
ces équations par la méthode exposée dans la deuxième 
leçon, puisqu’on connaît la composition de leurs racines. 
Maison aperçoit immédiatement que tous ces coefficients 
/■'n (h J etc., ne dépendent que d’une seule équation du 
degré i .2.3... [ni — 2 ), car ce sont évidemment des fonc- 
tions semblables des racines .r, , x'j,..., x,^ de l’équation 
proposée, et si l’on se donne la valeur de l’un d’eux, 
celles de tous les autres s’en déduiront rationnellement. 

Voici comment on peut opérer pour former l'équation 
dont dépend, et pour exprimer en fonction de p, les 
autres cocflicients p^, p^, etc. On calculera l’écpiatiou de 
degré t.2.3...(m — 1 ), qui a pour racines toutes les va- 
leurs de 9. et dont les roelficients, fonctions imariables 

l 
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des racines delà proposée, sont exprimables rationuellc- 
nient par ses eocHicicnls. I.e premier membre de l’équa- 
lion (()) étant un diviseur du premier membre de cette 
équation complète en 6, on fera la division à la manière 
ordinaire, et on égalera à zéro le.s m — i termes du reste. 
Les «J— 2 premières des équations ainsi obtenues servi- 
ront à déterminer les coeflicients , etc., en fonction 

de ^1, et 011 aura ensuite l’équation en />, de degré 
1 .2.3... (m — 2), en remplaçant dans la [ni — i)*'”', , 

etc., par les valeurs qu’on aura trouvées. 

Lagrange a eberebé à simplifier les calculs, presque im- 
praticables dès le cinquième degré, auxquels conduit 
l’application de la théorie précédente; il a elfectivemcnt 
imaginé un artifice ingénieux pour exprimer les coefli- 
cients de l’équation (6), en fonction des racines etc. 

Je vais le rapporter ici. 

Pour avoir l’expression de 6, il faut élever à la puis- 
sance m la quantité 

Xx -H txXx -t- -t-. . . -t- a“~' 

en faisant ce calcul , et ayant soin de rabaisser les expo- 
sants de a au-dessous de m , on a un résultat de la forme 
(9) 0 = H, -t- a ç, -t- a’ Çi -t- . . . -t- a™"' Ç„_,. 

L’équation (9) donne les valeurs de 6, , 0 ,,..., 6„,_, , en 
substituant à ix chacune des racines imaginaires «, 6, 
y,..., 0) de l’équation x"‘ = 1. En outre, si l’on remplace a 
pari, le second membre de l’équation (9) a pour valeur 
(.r,-|-ars-t- . . .-l-x,„)'” ou A'", en désignant par A la somme 
connue des racines de l’équation proposée (1). On a donc, 

A” = -t- Ç, -4- -t- + ?ni— I , 

0, = -f- -+■ a’ E, -t- . . . -t- a”’-' , 


0, ~ Ço -I- -t- -f- . . . -f- * 


I — Eu “f~ -l~ w’ E-i -f- . . . -t- w"* ' Em_, . 


vs,i8 l)lX-lllllTli' MK I.E«^:ON 

Ajoiilotis ces ét|ualioiis cl désignons |)ar ,v, la soiniue des 
cacines de réqualion (fi), on anrn , d’après les propriétés 
des racines a. S, etr., 


ou 


A" s, = ml,, 
s, z= ml, — A". 


Désignons généralcmenl par la sonimi: des puissances ii 
des racines de l’é<[uallon (fi); élevons l’équation (p) à la 
puissance // , et rabaissant les exposants de a au-dessous 
de m, représentons le résultat par 


(.« = -t- aE|"> -h ■j.^lf -t- . . . + *" -'4, 


(«) 


l’einplaçons ensuite <x successivement par i , sc , c, - • • i 
et ajoutons les résultats, on aura 

A"" -t- = m 4*"’ , 

ou 

■<« = A."”. 


On pourra calculer de cette manière, en ronction des 
racines x, , .r, , . . . , .r,„ , les sommes s* , .Vj , . . . , , et 

l’on en déduira ensuite les valeurs suivantes des coelli- 
cients />,, /)j, etc., de l’équation (fi) 

/>, — — {m l, — A") , 

_ _ ( »'?« — A")- _ — A-"' ) ^ 

(ml,— \'"y , (/«4.— A»'){/«Ç';’- A’"') (/«E<’’-A^*) 

-3— + - —-3 b 
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voilà ilüiic li!s coefficioiils /^i, cIc. , de l’cHiuaiion (6) 
exprimés en foaclion des racines .r, , Xj. . . . , x„, de l’é- 
ipialioii proposée, cl si l’on fail dans l’expression de l’un 
d’eux, de />,, par exemple, toutes les permutations pos- 
sibles, on ne trouvera que i . 2 . 3 . . . {in — 2 ) valeurs dis- 
tinctes. On pourra ainsi former directement l’équation 
en /?,, et l’on exprimera ensuite les valeurs des autres 
coefficients en fonction rationnelle de />, , par le procédé 
indiqué plus haut. 

Si l’on connaît un seul système de valeurs des coeffi- 
cients />,, />s, etc., et si l’on peut résoudre l’t^naiion en 0 
correspondante de degré m — i , la résolution de l’étpiation 
proposée ( i ) s’ensuivra i mniédi a temcnl , comme nous allons 
l’expliquer. 

Dans l’hypothèse où nous nous plaçons, les quantités 
(?,, Oi, . . . , sont connues : les équations (5) donnent, 
eu mettant a, ê, y,..., w au lieu de a, a*,..., 

I 

I :c, + ax, -4- . -f- a"-' x„ = \/0,, 

1 J tn 

) .r, -I- 6 .r, 6'x, -t- . . + 6"-' ,r„ = v'ÔT , 

('“) \ 


\ r. H- wx, -f- -f- . . . 4- w""' .r„ = > 

on a d’ailleurs 

,v, .Xj 4- Xj -f- . . . -t- x„ =: A; 

donc, en ajoutant ces équations, et ayant égard aux pro- 
priétés des racines a. S, etc., on a 

m lit m 

, , A -t- V^O, -H v^Oj -I- ... -1- 

(.,) .r. = ; 

ajoutant aussi ces mêmes équations respectivement mul- 
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tiplict’S pal a", . . . , w" et i , on a 


(i?.) = 

!M.-»is eonimc rien ne détermine celle des valeuis <le 
cliaque radical qu’il faut prendre, le second membre de 
l’ikjualion (i 2 ) est absolument identique au second membre 
de l’équation (ii). Aussi doit-on se borner à dire que 
les m racines de l’équation proposée sont données par la 
formule unique 

, A -h V^fli -f- yOj-t-. ■ ■ -f- 

('■Jj 

m 

A la vérité, cette formule, à cause de la multiplicité des 
valeurs de chaque i-adical , donne pour x un nombre de 
valeurs égal à ; mais on peut faire disparaître l’am- 
biguïté qui en résulte. En efl'et, les premiers membres 
lies équations (to) sont des fonctions semblables des 
racines .r,, .r., etc.; on pourra donc, si l’on se donne 
l’un d’eux, en déduire rationnellement tous les autres. 

m in 

Ainsi , on pourra exprimer ç/Oj, . . . , ration- 

nellement en fonction de v^0,, et la formule (i3) ne don- 
nera alors pour x que in valeurs, comme cela doit être. 

Par cette méthode, la résolution de l’équation du cin- 
quième degré se ramène à celle d'une équation du qua- 
trième degré, dont les coefficients dépendent d’une équa- 
tion du sixième. 

Des équations de degré non premier. 

On voit aisément que l’analyse précédente ne peut 
s'appliquer aux équations dont le degré est un nombre 
composé. En effin, les quantités 0,, Oj, etc., que nous 
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avons déduites de 0 en reinplaçaiu a suecessivemenl par 
U, a’, a’, etc., ne sont plus toutes des racines de réc|ua- 
tion résolvante en 0, parce qu’alors, on remplaçant a par 
1 une de ces puissances dans la série 

on ne reproduit pas nécessairement ces mêmes quantités, 
lors même que a serait une racine primitive de l’équa- 
tion a;'" = i. Aussi Lagrange a-t-il cherclié une autre mé- 
thode : celle qu’il a suivie revient , en dernière analyse, 
à décomposer l’équation proposée 

l') V = o, 

de degré ni — ni>, n étant un nombre premier, en n équa- 
tions du degré /t ; et cette méthode n’exige pour cela que 
la résolution d’une équation de degré 

I . a ... /H 

pj — I )/? (i a . p)" 

et celle d’une équation de degré n — i , tandis que si l’on 
cherchait à faire la décomposition par la méthode ordi- 
naire, il faudrait résoudre une (-quation dn degré 

m (m — I ) ■ ■ ■ («I — /^ -t- 1 ) 
l P 

Cette décomposition de l’équation (i) en n équations du 
degré P une fois fait(!, on pourra appliquer à chacune de 
ces dernières la méthode exposée précédemment, si p (-st 
un nombre premier. Dans le cas contraire, si j) = n p , 
h' étant un nombre premier, on ramènera la résolution 
de chaque équation de degré p à celle de n' équations du 
degré //, en opérant de la même manière que pour la 
proposée; et ainsi de suite. Entrons maintenant dans les 
détails. 

i(i 
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Soit m — nj>, n élanl un noinluc piriniir, i l posons, 
l oniino préci'doninient , 

/ = .r, -+- a.r, + a’.r, + , 

r,, .r, . . , .r„, ilésignani los ni rin ines do IVqnalion (i) 
et a une racine de .r'" = i, mais (|ui appariieime aussi à 
l’équalion r" = i. Alors , comme on a généralemein 

a"-' ' = a^ 

la valeur précédente de I pourra s’éci ire comme il suit : 

f — 1 '^ 2 n + i -I- . , . -t- 

-t- a[.T, .r„^ 3 -t- -t- ... -4- .r{^- 1 ) n-,.,] 

-t- 

+ «"-'1^4, + -4- -r,„ + + V 1 , 

ou 

/ ~ Xi + 3t X, -4- a"* X. - 1 ” ' , 

en faisant, pour abréger, 

X, .r, -4- a^in-i + + . . . + 1 • 

X, + .rj„+2 - 4 - . . + .i;(y,_i)„+j , 


X„ — .r„ H- x,„ - 4 - .r,„ + + r,,„. 

Soit 

(3) W = O 

l’équalicm qui a pour racines X, ,X„..., X„; on pourra 
appliquera celle équation (3) la méthode exposée précé- 
demment pour les éipiations de degré premier, l’aisons 
6 = r, ou 

(4) Ô = (X, -4-aX,-4- . . . -4-y-'X„)", 
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0 dépejul irmu; equalioii du dogré i .‘à.'S . . . (// — i) doiu 
lt*s coefllcieiils pruveiil s’exprimer ralioiiiiellciueiil par 
ceux de l’é(jualion (3) ; cl si l’on représoutc par 5,, 0?,..., 
0„_ï les n — 1 valeurs que preiïtlO, en remplaçant a par 
les n — 1 racines imaginaires de x" = i, on peut f'onner 
l’équation en Ode degré n — i qui a ces ii — i valeurs de G 
pour racines : représentons cette équation par 

(5) 9“- ' p, 6'-’ 4- p, 9"-' H- . . . -f- , 0 -I- = O ; 

ses coetlicients p,, />j, etc., dépendent d’une seule équa- 
tion de degré i .2-3. . . (« — 2 ) dont les coefficients s’ex- 
priment rationncllemei® par ceux de rcV[uation (3), ainsi 
que nous l’avons établi précédemment. 

Soient ) Ttin quelconque des coefficients p,, pj, etc., et 

( 6 ) = ^ 

l’équation de degré 1 . 2 . 3... {« — 2 ) dont )• dépend. 
Les coefficients de celte équation (6) sont exprimables 
rationnellement par ceux de l’équation (3), mais ces der- 
niers ne sont pas connus, il n’y a que ceux de l’équa- 
tion (i) qui le soient^ voici comment on peut former une 
équation en y dont les coefficients .soient exprimés par les 
ipiantités connues. 

f{j) fonction de y qui contient symétrique- 

ment les quantités X,, X3,. . ., X„, et, en remplaçant 
X,, Xj, etc., par leurs valeurs tirées des équations ( 2 ), 
f{y) deviendra une fonction non symétrique des racines 
X,, Xî, . . ., x„. de l’équation ( 1 ). Faisons dans f{y) toutes 
les permutations des racines x, , Xj , . . . , x,„ , et désignons 
par 

/(r)i Mx) 

les p valeurs distinctes que prend aiusiy’(jy) ; le produit 
de toutes ces valeurs est une fonction symétrique des ra- 
id. 
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«•iiics . 1 ',, X,,. ■ ■ , (le la projtosiV, «•xj.rimal.lf raliuii 
m-IlciiK'iil par ses rorfticit’iils On a iloiic, pour iléu-r- 
iniiu’i’ ) , 1 l'tjualion 

^7) yi( j) 

iloiil les cocHicinits pouvoiU ùtrc considères comme 
connus. 

Le degré do celte équation (7)est 1.2.3... (11 — 2)xo. 
.2 désignant le nombre des valeurs distiucles de /'( 7 ) , 
(juaud on y permute les lettr(*s .Tj , .a'j v . x„, ; nous savons 

que ce nombre p est uii diviseur du produit i .2.3. . . /n 
(onzième leçon), et si l’on fait 0 

. 1 . 2 . 3 . . . . «/ 


V sera le nombre des permutaîious des lettres o', , .r,, . . . , 
qui ne font pas changer la Ibnction /'( r). Or /’( 7 ) ne 
ebange pas en permutant, les unes dans les autres, les 
lettres qui composent respectivement X,, X,,..., X„, 
non plus qu'en échangeant les quantités X,, X,, etc., les 
unes dans les autres; mais touUî pernuitaliou des lettres 
.r,, .r,, etc., qui fait passer quelques-unes des lettres 
de X, ou Xj, ou, etc., dans l’une des autres fonctions, 
change évidemment la fonction /( 7 ). On conclut aisé- 
ment de là que 

V = (1 .2.3. . . p)''.(t . 2 . . . «), 
et, par conséquent, 

1 . 2 . 3 . . . /« 

^ ( 1 . 2 . 3 . . . «) ( 1 . 2 3 . . pY 


Le degré de l’équation (7) est donc 


1 , 2 . 3 . . . (« — 2) . 


1.2 3 .. m 

(1.2 3 ...«)('• 5 • /')" 
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(« — I ) rt ( 1 . 2 . 3 . . />)'■ 

Si l’on coimaii uiu“ seule raeiiie de IVqualiou (n) ou aura 
un sysième de valeurs des coefliciems 


/^l» ) Pn-~\ 

de re(|uaiiun (5), car ces coeiricienls soûl des Idneiions 
semblables des racines de l’équalion proposée, et, par 
conséquent, ils peuvent s’exprimer rationnellement en 
(onction de l’un qiielconqm* d’entre eux et des quantités 
connues. 

On résoudra ensuite l’équation (5) , <pii Ji’est que du 
degré n — i, et l’oii aura alors aisément les racines de 
l’équation (4)- Désignons, en ellét, par 

o„ 

les n — 1 racines de l’équation ( 5) ; ces valeurs de 6 étant 
précisément celles qu’on déduit de l’écpialion (4) , en rem- 
plaçant « par cbaciiue des racines imaginaires de x"— i, 
on aura 

ri 

X, aX. -(- x'X., -t- ... -I- a"' 'X„ = 

X. + SX, + S'X, + 4- S—'X„ rr 

n 

X, f.iX, + rü-x, +■... + x„ = 

D ailleurs, la somme des racines X,, X.,,..., X„ est 
connue, car elle est la même que celle des racines x,, 
.rj,..., .»■„,; en désignant donc par A cette somme, on 
aura 

X, -4- Xm- X I- . . . -4- X„— A. 

Des équations qui précèdent , on tire cette expiession gé- 
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lUTalo (l<’s rai'iiio.s \,, \,, l'ic., 


^ A 0, -1- v^b, V ^(1 I 

II 

Il 110 roslf plus, maintenant , qu'à trouver les racines 
X,, J’j, etc., elles-mêmes", pour cela, on considérera l’é- 
(piation qui a pour racines celles de la proposée dont la 
somme est X, ou X,, etc., X, par exemple.: soit 

xi' — -H i/iXi'-’ -t- . . . -l- ,r -V- i/p =z O 

• 

cette équation, dont le premii’r membre est un diviseur 
du premier mcmln-e V de la proposée. On fera la division 
h la manière ordinaire, et ou éf;alera à zéro les /> lermc.s 
du reste; on aura ainsi p équations dont les /> — i pre- 
mières détermineront q,, r/j, etc., en fonction de X,, la 
ilernière étant alors satisfaite dVlle-mèine. Il estévideril, à 
priori, que qt, q,,Qtc., doivent s’exprimer rationnelle- 
ment en fonction de X,, puisque ce sont des fonctions 
semblables. On aura donc enfin, par ce moyen, les // 
éipiations de degré p, dans lesquelles peut se décomposer 
l’équation proposée. 

Tel est le point où se liouve ramenée aujourd’hui la 
question de la résolution algébrique des é([uations. La 
fonction résolvante de Lagrange nous a donné la réso- 
lution des équations du troisième et du quatrième degré . 
mais elle n’est d’aucune utilité pour les é([ualious géné- 
rales de degré supérieur au rpialrième, dont, au surplus, 
la résolution est aujourd'hui démontrée impossible. Tou- 
tefois nous verrons, ilans une prochaine leçon, que la 
considération de cette fonction résolvante fournit la réso- 
lution algébrique d’une classe lori étendue d’écpiations de 
f I eg rés 1 1 UC I co I U {U es . 

A la mènje époque où Lagrangi’ publiai) , à Ik-rlin, b- 
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Mcuiüire dont nous venons de présenter les résultats prin- 
cipaux., Vaudermonde s’occupait de la même question, 
et présentait, à l’Académie des Sciences de Paris, un 
beau Mémoire où, par des considérations dillérentes de 
celles de Lagrange, il arrivait pourtant aux mêmes consé- 
quences. Je me borne ici à indiquer ce travail do Vander- 
monde, imprimé dans les Mémoires de V Académie des 
Sciences de Paris (année 1771). 
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Sur le nombre de valeurs que peul prendre une fonction quand on y 
pennulc les lettres qu’elle renferme. — Des subslilulions clnmlaircs, — 
Théorème de M. Caiirhy. — Forme pcnerale des l'onctions qui u’ont que 
deux valetirs. 


Sur le nombre fie 'valeurs que peut prendre unej'onelion 
quand on y pennule les lettres quelle renferme. 

Le succès clos méthodes exposées précédemment poiu 
la résolution des équations générales du troisième et du 
quatrième degré est dû à cette seule circonstance, qu’on 
peut former des fonctions de trois lettres qui n’aient que 
deux valeurs, et des fonctions de (piatrc lettres qui n’en 
aient que trois. Et si l’on pouvait de même former des 
fonctions de cinq lettres n’ayant que quatre ou trois va- 
leurs, on est fondé à penser (juc ces fonctions permet- 
traient de résoudre l’équation générale du cinquième de- 
gré. On voit par là combien la <juestion du nombre de 
valeurs qu’une fonction peut acquérir, quand on y per- 
mute les lettres qu’elle renferme, est liée intimement à la 
théorie des équations. Aussi plusieurs géomètres s’en 
sont-ils occupés; et quoiqu’ils aient laissé beaucoup à faire 
à leurs successtuirs , ils ont pourtant obtenu «juehjucs 
résultats intéressants que nous allons exposer. 

Lagrange est le premier qui se soit occiqxi de cette 
([uestion, en démontrant [voir onzième leçon) que le 
nombre des valeurs d’une fonction de n lettres est loti- 
■jours un dieiseur du proiluit i . 2 . il . . . n. 
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liuCnii, dans sa Tlicorie des équations, a considéré 
parlieulièreineiit les fonctions ilc cinq lettres, et il est 
parvenu à démontrer le théorème suivant ; 

Se une fonction de cinq variables a moins de cinq va- 
leurs distinctes, elle ne peut en avoir plus de deux. 

Ce théorème de Rudni a été généralisé ensuite et étendu 
aux fonctions de n lettres par Pietro Abatti. Ce géomètre 
a en elTct démontré, dans le tome X des Mémoires de la 
Société italienne, que. 

Si une fonction d'un nombre quelconque de variables, 
supérieur à quatre, a moins de cinq valeurs distinctes, 
elle ne peut en avoir plus de deux. 

M. Cauchy, dans un INlémoire publié dans le tome X 
du Journal de l’École Polytechnique, est allé plus loin 
que les deux géomètres italiens. Il a prouvé qu’on pou- 
vait, dans le théorème d’Abalti, substituer à la limite 5 
le plus grand nombre premier contenu dans n. Ainsi, 
d’après M. Cauchy, 

Si une fonction de n lettres a moins de p valeurs dis- 
tinctes {p étant le plus grand nombre premier contenu 
dans n), elle ne peut en avoir plus de deux. 

Et comme p = n, si n est premier, on a , en particulier, 
ce théorème : 

Si une fonction de n lettres a moins fie n valeurs dis- 
tinctes, n étant un nombre premier, elle ne peut en avoir 
plus de deux. 

1\I. Cauchy donne à entendre, dans son Mémoire, qu’il 
chercha à étendre le théorème précédent au cas où n n’est 
pas un nombre premier, mais il ne put y parvenir que 
dans le cas de n = 6. Il a , en elfet, démontré que 

Si une fonction do six lettres a moins de si.v valeurs 
flistinctes, elle ne peut en avoir plus de deux. 

Enfin iM. Bertrand s’est occupé, dans ces dernière.s 
années, de cette mèim' question, et il est parvenu à dé- 
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inonlnü' g('-iiéraleniciil K‘ tlicorètiir (|iie M. (laïu-hy avail 
«’tabli, avant lui, dans un cas particulier. Ainsi, il’après 
-M. lîcrtrand , 

Si u/te Jb/ictio/i fie n lettres a moins fie ti valeurs flis- 
li/ictes, elle ne peut en avoir plus de deux, 

La dcmoustratioii du ihcorème de M. Bertrand re- 
pose sur le poslulalutn suivant ; Si n il y a au 

moins uti nombre prettiier p compris entre ti — i et -■ 

Ce postulation serait sans doute très-difficile à démontrer, 
mais les 'J’ablcs de nombres premiers ont permis d’en 
constater l’exactitude pour toutes les valeurs de n com- 
prises entre 7 et b’oooooo, cti sorte que le tbéorème de 
M. liertrand se trouve démontré par lui, au moins pour 
les fonctions qui ont inoitis de b’oooooo de variables. 

La démonstration de M. Bertrand conduit à cet aittre 
théorème, démontré auparavant par Abel pour les fonc- 
tions de ciiKj lettres : ' 

Si une fonction de n lettres n n valeurs, elle est symé- 
trique par rapport à n — 1 lettres. 

Dans utte iVote publiée dans le XXXIL cahier du Jour- 
nal de l’École Poly teehnitjue, j’ai fait voir que si, entre 

n — 2 et il n’y a aucun tiombre premier, le tbéorème 

lie M. Bertrand cotititiue d'avoir lieu, pourvu que ^ soit 

(tu nombre premier. La démonstration n’est en aaciuic 
façon modifiée, sculemetit on ne peut plus conclure ce 
corollaire ipie si une fonction de // lettres a n valeurs, 
/“lie est symétriipie par rapport à n — 1 lettres. 

Cette retnarque est im[ioi tante, car il en lésulte que 
le tbéorème de AL Bertrand comprend celui de iM Cnucbv 
pottr les fonctiotisdc six Ictlics, et rend, par suite, inu 


i 
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lilu la (U-inonslratioii un jkui coniplifjiu'c il»; !\1. Cauchy. 
Eu dlet, si n = 6, il n’y a aucun noinhi'o [urmicr eulcc 

Il — 2 cl - » mais - ou 3 est un noinhrc prcinici'. 

2 2 ‘ 

IM. Hertraiid a déinonlré aussi un second théorème, 
mais moins important que le premier. Nous nous bor- 
nerons ici à rénoncer, cl nous renverrons à son Mémoire 
pour la démonstration ('*'). \ oici ce théorème : 

Si une fonction de n lettres, n étant g, a plus de 
n valeurs, elle en a au moins ' 2 .n. 

Tels sont les résultats principaux acquis à la science 
dans ccute théorie. Le problème général , qu’il serait inté- 
ressant de résoudre, consisterait à déterminer (juels sont, 
parmi les diviseurs du produit 1 . 2 . 3...», ceux qui 
peuvent représenter le nombre des valeurs d'une fonction 
de n leilrcs. On voit combien les théorèmes que nou.s 
venons d’indiquer sont loin de répondre, d’une manièn- 
complète, à cette question. Toutefois ces théorèmes suf- 
fisent pour l’objet qu’on doit avoir eu vue dans la théorie 
des équations. Ainsi , en particulier, le théorème du Ru- 
fini, s’il n’étahlil pas l’impossibilité de résoudre l'équa- 
tion générale du cinquième degré, prouve du moins l'im- 
possibilité de foiincr une résolvante dont le degré soit 
inférieur à cinq. 


Des substitutions circulaires . 

l’üur bien comprendre les développements dans lescpiels 
nous allons entrer, il est nécessaire tle se faire une idée 
précise de l’opération que nous avons désignée par le mol 
de substitution [voir onzième leçon). 


: .y Çnojjfc 


(M louinat dt: t' Ktolt; Cot) UxiutitjuCt XW*" caliit’r. 


U :i ■! 

Soil 


|>I \->ia V II MK . 

I' (ti , h, i , /) 


uii(“ foiu-lion ilo // IcUies. Si, parmi rivs n Irllics, on ni 
prnul /> au liasard, 

r,. . - 


par cxcniplo, et qu après les avoir laiigécs ni mi le ou 
nielle ehacuiie d'elles à la place de celle (|ui la précède, 
on dil que l’oii a lail, subir à ces /> lellres une permula- 
lioii circulaire , cl la subslilulion 

j/l, h, r, . . . , ^ 

\/i, r,. .. ,g, /il ' 

esl dile une subslilulion circulaire de l’ordre />. Cela 
posé, on a le ibcorème suivaiii : 

Tiiéouème. — Tonie suhslitulion, si clic n'est fuis cir- 
culaire, cquiraiil à filitsicurs snhstitiilioiis circulaires 
effectuées siniullancincnt sur des lellres diff'éreules. 

Supposons, en eUcl , que l’on fasse subir une siibsli- 
lulion {[uelconque aux lellres 

U , b, c , J, g ; 

par celle subslilulion, a se irouve remplacé par une cer- 
laine Icltre, c par exemple, c lui-mèine sera remplacé par 
une iroisième lellrec, cl, en conlinuanl de celle manière 
on lombera néccssaircmenl sur une leilre f[ui se irouvera 
remplacée par a. Or il esl é\ idcnl que les lelli es que 1 on a 
ainsi renconlrées oui subi une permulalion circidaire. 
En prciianl une des lellres reslanles, cl operaiil de la 
même manière, on formera un nom eau groupe de lellres 
qui auroiil subi égalemeni une permulalion ein ulaire. 
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el ainsi do .suilt;, jusqu’à ce que toutes les lettres soient 
épuisées. 

Kn opérant ainsi, sur la substitution 

. l'a, h, c, il, f, f, g, h, i, j, o\ 

\A, n, il, /, II, J, a, g, c, !•, (/’ 

OU trouvera ([u’elle équivaut aux trois substitutions cir- 
laires suivantes : 

/«> /'*. '>1 '> 'A A) -A y\ 

'^/ V"' '> <’i V v^ fl Ji <'} 

Le même procédé doit aussi être employé quand on 
veut reconnaître si une substitution est circulaire on non. 
Ainsi on trouvera que la substitution 

/«, b, t, d, c, f, g, h, i, J, «\ 

\ ^ 1 /■/ , J', J , a , O , c , i , h , c , h j 

est circulaire, car on peut l’écrire de la manière suivante ; 

g, f, O, h, i, b, d, j, c\ 

\g, fl il f) 

Si , après avoir efl’ectué une permutation circulaire sur 
P lettres, on répète i, 2 , 3,..., p — i fois la même per- 
mutation, on obtiendra p arrangements dilTérents; mais 
en faisant une fois de plus celte permutation , on repro- 
duira l’arrangement primitif. 

Nous désignerons par le mol transposition la permu- 
tation circulaire de deux lettres, c’est-à-dire l’opération 
qui consiste à échanger simplement ces deux lettres runc 
avec l’autre , et nous indiquerons par la notation abrégée 
(a, b) la transposition des lettres a et b. 

Il est évident que toute substitution , circulaire on non , 
équivaut à une série de transpositions. Car supposons 
qu’il s’agisse d’opérer une substitution quelconque sur 
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,..r,4 

les Ici lies 

. y, S, 

on aincncTa n à la nmivrllc plaiaîqn’ello iloil occuper pai' 
une iransposilion ; cela fait, une autre transposition amè- 
nera h à la platée (pi’el 11' iloit occuper, et ainsi de suite, 
jusqu’à ce ([ue tontes les lettres aient pris les places (ju’on 
veut leur donner. 

Theonune do M. Cauchy. 

I.a démonstration du théorème de M. Caueliy rejmse 
sur les quatre lemmes suivants : 

Lemme — Si une Jonction de n lettres n'est /tas 
changée /tar une substitution circulaire cJJ'ectuée sur /> 
lettres, elle ne changera /tas non /dus en rè/n tant cette 
substitution un nombre quelconque de J'ois. 

(]e lemme est presque évident; car, soit la fonction 

F(«, (> , r, <1, c,.. ), 

et supposons que cette fonction ne soit pas changée par 
la substitution ciiculaire du cinquième ordre 

/rtj b, c, fl, c\ 

'h, c, fl, r, «/’ 

on aura 

K(n, h, c, fl, c,...)=zF{b, c, d, c, 

mais cette égalité ayant lieu quelles que soient les quan- 
tités représentées par a, b, c, d, e, on aura aussi 

F{è, c, fl, c, a,...) — F(e, tl, c, a, b,,..'j, 

F(e, fl, c, a, b,. . .) = F{fl, r, a, b, c,...), 

F(fl, c, a, b, c, .. .) = F(e, n, b, c, d,,. .), 

F(e, a, b, c, d, . ..)='F[a, b, r, d, e, . . .); 

car chacune de ces égalités se déduit de celle qui a lieu 
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par liypotlièsu, en représemaiu par d'aulres ieiires les 
(pianlilés qui étaient vepicsentées par n, e, r/, c. 

Le même raisoniicnieiU inoutre que si une fonction 
n’est pas changée en faisant r fois de suite une permu- 
tation circulaire de /» lettres, elle ne changera pas non 
plus en répétant ir fois, 3 r fois, etc., cette même per- 
mutation circulaire, 

Lemme II. — Réciproquement , si p est un nombre pre- 
mier, et si une fonction de n lettres n'est pas changée en 
opérant une substitution circulaire de p lettres, un certain 
nombre de fois inférieur à p, cette fonction ne chan- 
gera pas non plus, en faisant une seule fois la substitu- 
tion circulaire. 

Désignons par 


(■) 


H < 

rfC y 


les diverses permutations que l’on peut obtenir en ap- 
pliquant p fois de suite .à la fonction donnée une suh- 
stilution circulaire de l’ordre />. Chacune de ces permuta- 
tions SC déduira de la précédente d’une manière uniforme. 
Si maintenant la permutation A, -donne à la fonction la 
même valeur que la permutation A,., on pourra , d’après 
le lemme répéter un nombre quelconque de fois la 
substitution par laquelle on passe de la permutation A, à 
la permutation A^. Or, pour avoir les permutations cor- 
respondantes, il suffit de joindre de/’ en ries sommets 
du polygone (i), et comme p est un nombre premier, on 
sait qu’on ne reviendra au point de départ qu’après avoir 
rencontré tous les sommets; d’où il suit que les perum- 
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A , . . , A. 


(lonm’iU la nn'-iiie valeur à la fonetion. 

Lemme III. — Si une fonction n’est changée pat au- 
cune substitution circulaire opérée sur p lettres, elle ne 
sera pas changée non plus par une substitution circulaire 
opérée sur trois lettres quelcontptes. 

Soit 

ta, b, Cf (t, , b, / \ 

r, il,. . , I , t, al 

une substilulion eirculairc «ronlre /> ; la subsiilutioii 

^b, c, <1, , t, a\ 

\r, a, b, il 1^1 1 1 

sera également circulaire. En clVet, eu opérant, comme 
il- a été indiqué au commciiccment de cette leçon, ou 
peut écrire cette substitution de la manière suivante . 


( 


b, c,'a, fl 

\c, a, t, b,.. ■ , b 


Donc, puisque, par hypothèse, la fonction qu'on considère 
n’est changée par aucune substitution circulaire de /> 
lettres, oti pourra, sans changer sa valeur, lui appliquer 
successivement les deux substitutions (i) et (2), ou, ce 
qui revient an même, la substitution unique 

/a, b, c, d,. . . , b, /\ 

\c, b, (t,. .., b, t ) 

Mais cette dernière revient simplement a remplacer les 
trois lettres a, b, c, par c, a, b -, la fonction ne sera 
donc pas ebangée par la substitution 


("■ f) ™, (“’ ;■ '■ 

\r, a, b J \r, b, a 
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»(ui csl cilculailt?, cl (jiii doit «•ti»! ell’orliuV sur trois 
lettres qitelcoïKjitcs . 

I.EMME IV . — Si une Jonc lion n’est changée par aucune 
substitution circulaire cIc trois lettres, elle n'a au plus 
ipic deux 7>aleurs. 

Toute substitution circulaire de trois lettres étjuivaut 
à (.leux trauspositioiis opérées successivx'iucut. Ainsi la 
substitution 



revient <à opérer d’abord la transposition [a, b), puis en- 
suite la transposition (a, e), qui a une lettre eomiuune a 
avec la première. Ainsi, dire qu’une fonetioii u’est chan- 
gée par aucune substitution circulaire de trois lettres, 
c’est dire qu'elle n’est pas changée par deux transposi- 
tions ayant une lettre commune, opérées successivement. 

Soit donc V une fonction de n lettres a, b, c, d, etc., 
qui n’(îst changée par aucune substitution circulaire de 
trois lettres. D’après ce qui précède, V ne changera pas 
eu opérant successivement deux transpositions (a, b), 
{a, c), avant une lettre commune. Supposons que \ de- 
vienne V, quand on lui applique la transposition {a, b), 
(V, pouvant être égal à V), la transposition (a, c) devra 
changer A’, en A’, et, par suite, A' en A , ; car, fairt? deux 
fois de suite une transposition , c’est no faire aucun chan- 
gement. Il résulte de là que deux transpositions (a, b), 
{a, c), qui ont une lettre commune, produisent le même 
changement sur la fonction; il en sera de même des deux 
transpositions (a, c), (c, d) et, par suite, des deux trans- 
positions (a, b), (c, d) qui n’ont aucune lettre com- 
mune. 

Cela posé, toute substitution équivalant à plusieurs 
transpositions, on voit que A n’a au plus que deux va- 
leurs; car si une première transposition changcA en A ,, 

'7 
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mu; seruiuU- cliaiigera V, eu A, une Moisième VU;u V,, 
et ainsi de suile; en sorte (jiie V n’aiua (|iie deux valeurs, 
et elle u’eu aura même qu’une si V = V,. 

Théorème ue M. Ca ECU Y. — Si une fonction tic n 
lettres a moins de p valeurs, p étant le plus grand 
noiidire premier contenu dans n , die ne peut en avoir 
plus de deux, 

Soient V une fonction de n lettres, p un nombre pre- 
mier contenu dans «, et supposons que la fonction V ait 
moins de p valeurs. 

Parmi les n lettres de la fonction V, prenons-en p au 
hasard, formons avec ces p lettres un premier arrange- 
ment A,, puis faisons subir aux p lettres de cet arrange- 
ment une substitution circulaire, et r('■pélons-la /> — i 
fois^ on aura en tout p arrangements <pie nous désigne- 
rons par 

A,, A,, A,,..., A^,. 


Appliquons à la fonction V les p substitutions 


/ A, \ / A, \ / A, \ / \ 

\aJ \aJ \A,j"” l, A,,r 


il en résultera p valeurs de V , que nous représenterons 
par * 

V„ v„ v„ . . . , \,„- 


ou, les rangeant en cercle, par 


A 



ür, pai’ liypoilièse, la fonclion V a moins dt' j* valeurs 


M 

i 
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(JistilU'.tcs ; il y a ilonc an moins deux valeurs de V égales 
eiUre elles parmi celles (jiu; nous venons d’écrire. Sup- 
j)Osons que l’on ait 

= V.- ; 

alors la fonction V,.< ne change pas quand on fait subir 
aux !> lettres que nous avons considérées /• fois de suite 
une substitution circulaire, elle ne changera donc pas, 
/> étant un nombre premier, si l’on ne fait qu’une seule 
fois celle substitution, et, par suite, si on la fait un 
nombre quelconque de fois. Mais charpie valeur de V se 
déduit de la précédente par une substitution circulaire 
«les j> lettres considérées; donc les p valeurs de V sont 
égales entre elles. 

Il résulte de là que la fonction V n’est changée par 
aucune substitution circulaire de p lettres, donc elle ne 
le sera pas non plus par une substitution circulaire rie trois 
lettres (lemme III), et, par consérpicnt , elle n’a que deux 
valeurs au plus (lemme IV ). 

Corollaire I. — Si n est premier, on peut prendre 
p = « , et l’on a ce théorème ; Si une fonction de n lettres, 
n étant premier, a moins de n valeurs, elle ne peut en 
avoir plus de deux. 

En particulier : Si une fonction de enuj lettres a plus 
de deux valeurs, elle en a au moins cinq. 

Corollaire II. — Toute fonction de n lettres qui a 
deux valeurs n’est changée par aucune suhstitution cir- 
culaire de trois lettres, et, par conséquent, est changée 
par une tramposition quelconque. 

En elTet, d’après le théorème précédent, une fonction 
qui a moins de trois valeurs n’est changée par aucune sub- 
stitution circulaire de trois lettres, et, d’après le lemme IV’, 
toutes les transpositions produisent le même changement 
sur la fonction; sa valeur doit donc changer par une 
transposition quelconque si elle n’ést pas .symétrique. Et, 


,j(»u uix-.\F,iJV ii;mk i.evon. 

en gt'iiéial, uiio subsli talion (]iielc()H(|ue cliaiigf ou ne 
ebango pas la valeur de la loiiclion, .suivani (|ut; celle 
subslilulion tajuivaiil à un nombre pair ou impair de 
iraiisposilions. 

J'orinc générale des Jonctions qui ont deux valeurs. 

On peut toujours, quel que soit , former des fonc- 
tions de n lettres qui n’aient que deux valeurs. 

Considérons, en effet, les n lettres 
a,b, r,. . , k, t, 

et désignons pare le produit de toutes les ditférenees ob- 
tenues , en retranebant de chacune de ces lettres succes- 
sivement cbacune des suivantes, on aura 

V = [a — h) [a — c). . . [a — t) [b — c). . . (/ — t). 

Le carré de v est évidemment une fonction symétrique, 
et, par conséquent, e ne peut avoir que deux valeurs 
égales et de signes contraires. Ces deux valeurs existent 
efl’ectivement; car on voit que e se change en — e quand 
on change a et h l’une dans l'autre. 

On peut trouver ti'ès-facilement la forme générale des 
fonctions qui n’ont que deux valeurs. Désignons par V une 
fonction quelconque qui n’a que deux valeurs distinctes, 
il est aisé de voir que le produit Ve n’auia aussi que deux 
valeurs. Soient, en effet, V et V, les deux valeurs de V, 
e et — e étant celles de e; d’après ce qui a été établi pré- 
cédemment, une substitution ne changera ni V ni e, si 
elle équivaut à un nombre pair de transpositions; au con- 
traire, elle changera V en V, et e en — e, si elle équivaut 
<à un nombre impair de transpositions; d’où il suit évi- 
demment que la fonction Ve n’a que les deux valeurs Ve 
et — V, e. Si donc on fait 

. \ -i- V I = A , 

Ve — V,c=:B, 
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A el H seront lies l’onctions sytnélri((ue.s (iioiV ilcuxièine 
leçon). De ees éf|nations, on ciikinit 

V — • 

31 21 ’ 2 21 ’’ ’ 

mais ~ et “ sont des fonctions svinctriques ; on peut 
2 21 ’* - ‘ * 

donc écrin; plus simplement 

V = A Bi’. 

Telle est la fonne générale des fonctions ipii n’ont que 
deux valeurs; A et B désignent des fonctions symétriques, 
et r la fonction 

{n - - />) {n — r). . . {k 

dont les deux valeurs sont égales et de signes contraiics. 


! 
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VINGT1È3IE LEÇON. 

J 

Sur lu t’ornic gonérulo des fondions de cinq Ictlres, qui ont cinq valeurs 
distinctes. — l'orme des fondions ralioiiiiellGS de cinq variables qui ont 
cinq valoiTrs.— Théorôme de M. Ecrlrand sur le nombre des valeurs que 
peut avoir une fonction de n lettres. — Eorme générale des fondions 
de M lettres qui ont n valeurs distinctes lorsque n est supérieur £17.— 
Sur les fonctions de sept lettres. 


Sur la forme générale des fonctions de cinq lettres qui 
ont cinq valeurs distinctes. 

Abel a démontré, le premier (OEuvres complètes , l- ï , 
page 19), Iclliéorèmc suivant relatif aux fonctions de cinq 
lettres. 

Théoukme. — Une fonction de cinq lettres dont le 
nombre des valeurs distinctes est cinq, est symétrique 
par rapport à quatre lettres. 

Soit V une fonction de cinq lettres 

a, b, r, (l, r, 

ayant cinq valeurs. Si l’on y permute quatre des ciiii( 
lettres qu’elle coiitieiil, b, c, d,e, par exemple, »)ii 
obtiendra un nombre de valeurs distinctes qui sera un 
diviseur du produit 1.2. 3 . 4; mais, d’après 1 hypothèse , 
ce nombre de valeurs ne peut surpasser cinq , ce sera donc 
l’un des quatre nombres 1,2, 3 , 4 - iNous allons examiner 
succcssiveiiienl cliatiuu de ces quatic cas. 

i". La fonction V n’a qu'une seule valeur quand on 
y permute les quatre lettres b, c, d, c. 
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Elle est alors symétric[ue par rapporl à tes cjuatre 
le lires. 

2". La fonction V a quatre valeurs dùtinctes quand 
on y permute les lettres h, c, d, e. 

Soient V, , V2, V3, Vj, ces quatre valeurs de V, et V5 
la cinquième des valeurs que peut prendre V par les per- 
mutations des cinq lettres a, r/, e. 

Ainsi que nous l’avons montré précédemment (deuxième 
leçon), la fonction 

V.-l-V,+V,4-V-.-t-V, 

est symétrique par rapport aux cinq lettres a , A, c , r/, c. 
Pareillement 

V,H-V,-f-V,-4- V, 

est symétrique par rapport aux quatre lettres />, c, (f c. 
D’ailleurs, on a 

V, t= ( V, -(-V, +V, -l-v, + V,) — ( V, +V, V,). 

Donc V's est symétrique par rapport aux lettres A, c , c/, e, 
et, par conséquent, V est symétrique par rapport à quatre 
lettres. 

3 ". La fonction V a deux valeurs quand on y per- 
mute les lettres h, c, d, c. 

Si l’on pose 

- (6 - c) (è - f {l> - c) (.; - d) (e - e) (,/ - e), 

V aura , comme on l'a vu dans la dernière leçon , la forme 
suivante 

V = A 4- Hi , 

A et là étant des fonctions de u, 6, c , d, c, syméliiques 
jiar rapporl à c , d, c. 

Faisons dans V les cinq transpositions 

(a. II], {(I , h), [fl, <■), [a, fl], [fl, <■). 




Digitized by Google 


a64 VINGT! i;.MK 

Cl cicsigiioiis par 

I J ‘\j. A,, \h 

les cinq valeurs <le A, qui seroiil égales eiiire elles si A 
est symétrique par rapport aux ciiuj lettres, par 

B,, B,, B,, B., B, 

les valeurs correspoiidaiilcs de H, lesquelles pourront aussi 
être égales entre elles, et enfin par 

r, , I'.,, r,, 

les valeurs correspondantes «le i'; on aura l«'s dix valeurs 
suivantes de V , 

A, ± B, 

A, zt. B.. , 

Aj ±1 B, l’j, 

A, dz B, «•,, 

As ±; Bs 

Je dis que ces dix valeurs seront distinctes si A n'est pas 
symétrique par rapport aux lettres u , b, c, «/, e, au 
rjuel cas A, , Aj, A 3 , A;, A* sont difiércnles. Eu eJîct . 
si l’on avait, par exemple, 

A, ± B, l’i = A, dz B .i'j, 

il en résulterait 

A, — A, = dt B, c, zp B, «', ; 

ce qui est impossible, car le premier membre «'st symé- 
trique par rapport aux trois lettres c, «/, e. H, et lE le 
sont aussi , et nous avons vu «pic l’j et e, changent de si- 
gne par une transposition quelconque (c, il). 

L’égalité précédente peut avoir lieu si A est symétriqiw 
par rapport aux cinq lettres a. h. c. il, c, auquel cas 
A, = A 3 ; mais alors il en résull«’ 

(B, <•,)’= (B,..,)’. 
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Par conséqucnl, la Idnclion (Bm)® ne cliaiigc pas par la 
transposilioii {a, i) -, ei comme cette fonction est déjà 
symétrique par rapport à h, c. ri, c, elle l’est aussi par 
rapport aux cinq lettres : donc sa racine carrée Bt^ n’a 
que deux valeurs égales et de signes contraires, V n’a donc 
aussi que deitx valeurs. 

Il résulte de là qu’une fonction de ciiuj lettres qui a 
deux valeurs par les permutations de quatre lettres, en a 
dix ou deux seulement par les permutations des cinq let- 
tres. Il est donc impossible qu’une fonction de cinq lettres 
qui a cinq valeurs en ait deux seulement par les permu- 
tations de quatre lettres. 

4 °. La fonction V a trois valeurs quand on y per- 
mute les lettres h, c , d, e. 

Soient V,, V», V, ces trois valeurs de V, Vt et V's les 
deux autres valeurs que peut prendre V, par les permu- 
tations des cinq lettres «, b, c, d, e. On a 

V, -t-Vs= (V I H-V, -I-V3 -1-V, -t-Vi) — (V| -(-Vj -t-Vj), 

et l’on en conclut aisément que V^-t-Vg est une fonction 
symétrique des quatre lettres c, r/, e. Posons 

(>) V,-t-V3=2A; 

^1 Vj Vg Vv Vg et V, Vj Vg ctaiit aussi des fonctions sy- 
métriques de c, r/, c (deuxième leçon), il en sera d< 
même de leur quotient \ Vg ; par conséquent(V4 — Vg)- 
sera aussi une fonction .symétrique de />, c, //, e, et la. 
fonction 

(2) V.-V,= 2B 

n'aura que deux valeurs par les permutations de ce.s 
quatre lettres. Des égalités (t) et (2), on tire 

V, = A I D, Vg = A-B; 

ilonc Vi et n ont que deux valeurs par les pernmta- 
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lioiLs (les (juatie lelirc.s /», c, (/, <>, cl, par coiis<'-(piciii , V 
aura aussi deux valeurs s(uilwneut par les periiuualious 
(le (praire letlres parmi les eiii(|, d , A, c, tl, c; cl, d’a- 
près ce (ju’on a vu précédemniciil, elle en aura dix ou 
deux sculenuml par les perinulalioiis des eiu(| lelli(!s. Il 
esi donc impossible (pi’ime fonclioii de eiiuj lellres (pii a 
cinrj valeurs en ait li-ois par les pcriniitatioiis de (praire 
de CCS ciiK] lelli-es. 

Ainsi une ronclion de cimj lellres qui a ciiuj valeurs 
est néccssaiiTinenl symétrique j>ar r apport à quatre d’en- 
tre elles. 11 est d’ailleurs é>idcrrt (pr’rirre fonctiorr de citr(| 
lettres symétrirpre par rapport à (praire d’entre elles, a 
cllectivemeirt ciii(( valcirr's, et, pins gérréi’alemerrt , qu’une 
fonction de « lettr-es symélriipre par rap|)ort à « — i 
d’entre elles a pi-éei semer rt // valeurs. 

Forme tic.': fonctions rationnelles de cinq variables (lui 
ont cinq valeurs. 

Soicirtrt, h, e, r/, e cirrq variables (|ueleon(jues; for- 
mons l’érpration du cinquième degré 

X “ x' -)- /(x‘ -I- qx‘ -t- rx'’ -I- SX e = O, 

(jiri a a, A, e, tl, e porrr racines, et dont les eocliicierrls 
P, (/, s, t sont des fonctions syinétrirpies. Soit aussi 

V '•) 

/[il, b, r, il, e) 

une fonction ratiorrrrelle de a, b, c, ri, e ayarrt eirr(| va- 
leurs , et qui est , par' cons(;(]uerrt, .symétrirpre par' rapport 
à (praire de ces eirrq leilrt's, que uorrs supposerons ('“ite 
b, c, fl, ej F el / désigrrrml ici des fondions entières el 
symétriqires des raritres de l'ixpiali(>n 

_ 

< — « 
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f|u’oii pourra oxprimcr raliotinellenienl par les eoelli- 
cieiils (le colle (■qualion , c’esl-à-tlire eu foiiclion de a cl 
des foiiclioiis sym(itri(pies <7, olc. V est doue une fouc- 
lioii raliouuelle de n , et peut se mettre sous la forme 
d’uu polynôme du ([uairièmc degré eu a [voir deuxième 
leçon) . 

La forme la plus générale des fonctions rationnelles de 
cinq variables, qui ont cinq valeurs, est doue 

V = A -t- B.r 4- Cr^ + D.r^ -t- lîar', 

X désignant l’une de ces variables, cl A , R, etc., des fonc- 
tions symétriques. 

ConoLLAiiiE. — 11 résulte de Là que si l’on cherchait à 
faire dépendre la résolution de l’équation générale du 
cimpiièmc degré de celle d’une résolvante, (jui fût aussi 
du cinquième, on retomberait forcément sur la transfor- 
mation de Tscbirnaüs que nous avons indiquée dans une 
précédente leçon. 

Théorcme de Bcrlrand sur le nombre de 'valeurs que 
peut avoir une Jonction de 11 lettres. 

Postulat uni. — Si n est un nombre entier )> 7, il y a 

au moins un nombre premier /t compris entre n — 2 et 

Celle proposition peut se vérifier à l’aide des Tables dir 
nombres premiers pour toutes les valeurs de n inférieure.s 
à 6 000 000 . 

La démonstration du théorème de M. Bertrand, ainsi 
(jue celle du Icmnie qui va suivre, repose sur ce poslula- 
Uim. 

Lem.vie. — .Soit 

VZ.- 1 -(U, l, t,t; 

une jonction de n lettres ayant moins de n valeurs. Si p 
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désigne un nombre prcniier, compris entre n — i et • 
ou égal à , et quaecc tes n lettres, 

, U, l), À, I 

PII forme deux groupes, Vun de p , F autre de deux 
lettres, il y aura au moins un de ces deux groupes jouis- 
sant delà propriété que la Jonction V ne sera pas clian- , 
gée par une permutation circulaire îles lettres qui le 
composent. 

Soient a et h deux lettres queleoiiques parmi les n lettres 
données a, h, c, etc., on l’ormera, c'ii les transposant, les 
deux arrangements (a, bj, (b,aj. Considérons aussi run 
des arrangements de p lettres prises parmi les n — - 2 tpii 
restent, faisons subir aux lettres de eet arrangement une 
permutation eirculaire, et répétons-la p — 1 fois; on for- 
mera, de eette façon, p arrangements; et, en eombinani 
ehacuii de ces p arrangements a>ec les deux des lettres a 
et />, on aura en tout ij> arrangements des p 2 lettres, 
auxquels correspondront -xp valeurs de la fonction N . 
Mais, par hypothèse, \ a moins de n valeurs distinctes, 
et xp est au moins égal à n; donc, parmi les x p valeurs 
de V, il y en a au moins deux (jui sont égales entre elles. 
Cela posé, il convient de distinguer trois cas : 

i". l,es deux valeurs égales de V eorres|iondent à un 
même arrangement des p lettres et ne dill'èrent «pie ])ai 
l’ordre des deux lettres n cl b. Alors on passe de l'une à 
rature des valeurs de V, par la transposition [a, b). Celte 
transposition ne i liange donc pas la valtnir de V. 

2'’. Les deux valeurs égales de \ correspondent à un 
même arrangement des deux lettres a cl />, cl à des arran- 
gements dilférenls des p autres lettres. Alors la fonc- 
tion \ n'est pas l■hang<*e en répétant |>lusieurs fois une 
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pcnmitaliuii tirculairc de ces [t lettres; doue elle ne 
changera pas non plus en ne faisant qu’une seule fois 
celte pennnlalion. 

S". Knlin, les deux valeurs de V eoiTespondonl à des 
arrangements qui dill’èrcnt tant par l'ordre des deux 
lettres a et h que par celui des p autres lettres. Alors la 
fonction V n’est pas changée en répétant un certain 
nombre v de fois une permutation circulaire des p lettres, 
pourvu qu’on change en uièrne temps a et h l’une dans 
l’autre. On pourra donc faire une seconde fois celte opé- 
ration sans changer la valeur de \ , mais alors a et h au- 
ront repris leurs places, et l’on aura seulement fait subir 
aux /t lettres de l’autre groupe 2/' fois une même permuta- 
tion circulaire. D’où il suit, comme dans le second cas, 
qu’une permutation circulaire des p lettres ne changera 
pas la fonction. Et comme, après avoir fait plusieurs fois 
la permutation circulaire de ces p lettres, on peut, sans 
chaugerV , faire la transposition (n, i) , cette transposition 
ne chfmgera pas non plus la valeur de«la fonction. 

La proposition est donc démontrée. 

Re.viarqce. — La démonstration qui précède se fait, 
comme on voit, avec le même succès, que p soit compris 


entre n — i et -» ou qu’il soit précisément égal à -• Mais 


si p est on peut étendre un peu l’énoncé de la 


position , et dire : 

Si une fonction de n lettres na pas plus de n valeurs, 
et si p désigne un nombre premier compris entre n — 2 


et en formant deux groupes, l’un de deux, l’autre de 

p lettres, il y aura au moins l’un de ces groupes qui jouira 
de la propriété que la fonction ne sera pas changée par 
une permutation circulaire des lettres qui le composent. 
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cl-, il ii’v avait eUeelivenieni ancmi iiomhre premier. 
2 

'lel esl le cas île /( = (>. 

'l’nÉüUEME DE M. Beiituam». — S i une J'onclion de n 
lettres, non syméirùjiic, a moins de n valeurs, elle ne 
/icitl en ai’oir plus de deux. 

Supposons que la foiiclioii 

V = F(rt, b, c, fl,. . X, /) 

■ les n lettres n, h, e, etc., ait moins tie n valeurs. Celte 
roiielion n’etant pas .symétriipie, il y aura au moins deux 
lettres n et h dont la transposition eliaiigera sa valeur. 
Désignons par /> un nombre premier eompris entre n — 2 

et -, ou égal à puis parmi les n — 2 lettres 

r , fl , . . . , h, l , 

prenons-eii p au hasard. D’après le lemme préeédont, la 
fonetioii V ne scr»pas changée par une permutation cir- 
culaire de ces /> lettres, puisqu’elle est changée par celle 
des deux lettres a et h, et que, parmi les deux groupes, 
l’un de deux, l’autre de p lettres, il yen a un dont la per- 
mutaliou circulaire ne la change pas. 

11 suit de là que V, considérée comme fonction des n — 2 
lettres 

c , fl , ... , 1,1, 

n’est changée par aucune substitution circulaire de f> 
lettres ; par suite, elle ne l'est pas non plus par une jter- 
mutation circulaire de trois lettres, elle n’a donc au plus 
que deux valeurs (voir la leçon précédente). 

Nous examinerons d'abord le cas où la fonction V est 
symétrique par rappori aux n — 2 lettres c, d, . .. , A, /, 
puis celui où elle a deux valeurs par les permutations de 
res lettres. 
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i“. V e.il S) nièlri<fiu‘ par rapporl aux n — ■/ h-nres 
c ^ ï A , /. 

Si V n’a pas précisément // valeiiis, relie fonction clian- 
gera par la transposition de l’nne des lettres n et l> avec 
l’une quelconque des « — 2 autres; car autrement serait 
symétritjue par rapport à n — i lettres, et aurait précisé- 
ment U valeurs. On ne peut donc avoir 

F(n, h, c,cl,. . k, l) = F(a, c, b, r/, . . , k, l). 

11 n’est pas possible non plus que V conserve la même 
valeur lorsque les deux lettres a et h sont changées en 
deux autres c et </, car on aurait alors 

, b^ c , d, . . . , ^ = \ {c ^ il y O ^ bf . . , kj / j ; 

et le second membre serait symétrique par rapport à o et A, 
tandis que le premier ne l’est pas par hypothèse. Enfin 
l’égalité 

F(a, b, c, </,. . ., k, /) =F(è, c, a, tl, . . k, l) 

est de même impossible; car le second membre est symé^ 
trique par rapport h a et rl, tandis que le premier ne l’est 
pas. 

D’où il suit que, si V n’a pas précisément u valeurs, 
cette fonction en aura autant qu’il y a <l’arrangements de 
n lettres deux à deux , c’est-.à-dire « — 1). 

Comme, par hypothèse, la fonction V a moins de n va- 
leurs, il est impossible qu’elle soit symétrique par rapport 
aux U — a lettres c , , k, /. 

a”. V n (leux valeurs par les permutations des n — 2 
lettres c,‘r/, . . . , A, l. 

Je dis que, dans ce cas, la fonction V ne sera changée 
par aucune permutation circulaire de p lettres prises 
parmi les n 
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Cl, jiai siiiu;, «(iiVlIc ii'aiira qiu? deux valeurs disliiulC!> 
par les pci'iiiiualious de ees n lettres. 

lleiiiarf|uoiis d’aUord ([ue V ii’avaiil (|ue deux valcuis, 
par les perimUatious des n — 2 lettres e, /., / jdiaiige 

par une tratisposilioii quelconque de deux de ces lettres, 
elu’est pascliangée paruiie peruuitatiou circulait»' opéré»' 
sur/l de ces ri — 2 lettres. Supposons, en.sec»in»l lieu , »|u'oii 
prenne /» lettres pariui les « lettres a, />, etc., et que parmi 
CCS P lettres se trouvent n et l> ou au moins rune d’»;lles, 
il y aura au plus dans ce groupe p — i lettres prises parmi 
e, »/,..., A-, /; et comme p est <^ii — 2, il restera au moins 
deux de ces dernières lettres qui ne feront jtas partie »ln 
groupe de /» lettres. Or la transposition de ci's deux-là 
change la valeur de la fonction ; donc , »raprès le lemme 
précédent, la permutation circulaire des/.» lettres ne la 
changera pas. 

La fonction ^ n'étant changée par aucune permutation 
eir»'ulaire de p lettres, ue le sera pas non plus par une 
[termutatiou circulaire de trois lettres, et, par cotisé- 
queut, elle n’aura que deux valeurs, ainsi que nous 
l’avons vu dans la dernière leçon. 

<^n voit donc que si entre n — 2 et ^ il y a un nomhrc 

premier, ou si ^ est un nombre premier, une fonction 

de V lettres qui a moins de n valeurs ne peut en avoir 
<(uc deux au plus. 

En particulier, comme ^ est un nombre premier, ou 

a ce théorème démontré d»;puis longtemps par M. Cauchy ; 

Une fonction de six lettres, qui n moins de six vn- 
leurs, ne peut en avoir plus de deux. 
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Sur la forma des Jonctions de n lettres qui ont 
n valeurs. 


Soit 

V = F(«, b, c, ,1 ,..., X, t) 


une fonction de n lettres «, />, c,. . . , A , /, qui a préci- 
sément n valeurs, et supposons que la transposition [n, h) 
change la valeur de cette fonction; on fera voir, comme 
précédemment, que la fonction V ne peut avoir que deux 
valeurs au plus parles permutations des n — 2 lettres c, 
d,..., A, /, pourvu qu'il existe un nombre premier com- 
pris entre ;t — 2 et alors la fonction V doit être symé- 


trique par rapport aux n — 2 lettres c, c/,..., A, /, car, s’il 
en était autrement, on a vu qu’elle n’aurait que deux 
valeurs. Je dis même qu’elle doit être symétrique par rap- 
port h n — I lettres, car autrement elle aurait tt {n — i) 
valeurs , comme nous l’avons fait voir tout à l’heure; d’où 
il résulte que, s’il existe un nombre premier compris entre 


n — 2 et -5 on a ce théorème, déj.à démontré pour « = 5 , 


Tiiéouème. — Une fonction de n lettres qui n n va- 
leurs est symétrique par rapport à n — 1 lettres. 

REMARQiiE. — La démonstration ne s’applique pas aux 
fonctions de six lettres, et il est très-remarquable tjue le 
théorème n’ait pas lieu dans ce cas. Il y a, en ellet, des 
fonctions de six lettres qui ont six valeurs, sans être sy- 
métriques par rapport h cinq lettres. 


Sur les fonctions de sept lettres. 

La démonstration que M. Bertrand a donnée de sou 
théorème ne s’applique pas aux fonctions de sept lettres, 

parce ([u’entre 7 — 2 et ^ il n’y a aucun nombre premier; 

18 
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mais, c’ommt' y est un iiumlni' |)ifmi<U', ras des lom - 
lioiis <lf scjtl Iclli'fs csl compris dans le llicoi'^mc de 
M . (iancliy. 

(^)nanl an\ roiiclions de st'pl Iclln's (|ui oui prccisi'menl 
sepi vaKmrs, il est très-l’aeilo de démuni rcr (pi’cllcs sonl 
svméii i(pii s par rapport à six lollrcs. 

Soit, cil cll'cl , 

V = F(«, l>, r, <1, r, /, ,ç) 

une tdnclion de sept lettres avant sept valeurs ; le nombre 
des valeurs (pie prend V, par les |>erniulalions de six 
lettres, h, e, rl , e, /\ g parcxeniple, doiti-tre nn diviseur 
de 1 . . d .4 • 'à .(>; et comme ce nombre est an plus égal 
à 7, eesera nécessairement l'un des nombres i, a, 4 , 4, i> 
ou G. D'ailleurs une fonetion de six lettres ipii a moins 
de six valeurs n’eu a au plus <pie deux; donc notre fonc- 
tion V ne peut avoir que une, deux ou six valeurs par les 
liernuilations des six lettres /), c, 1/, e,J, Kxaminons 
ees trois cas : 

1". Si \ n’a qu’une valeur par les permutations des 
lettres c, d, c, J\ g, elle est symétrique par rappoi I à 
ees lettres. 

a". Si V a six valeurs V,, V,, V,, V.;, V,, Vj par les 
permutations des six lettres, et que \^ .soit la septième 
valeur de \ , ou prouvera, eoinme nous l’avons fait pour 
les fonctions de cinq lettres, que V, est symétrique par 
rapport aux six lettres A, c, i/, e, J, g. Par suite, \ est 
symétrique par rapport à six lettres. 

!V’. Si V a deux valeurs par les permutations des .six 
lettres h, (•, (/, e,J-> C" posant 

i- =: (h — (.') ,/) — r/', . . . (/— f;), 

\ aura la loi me 

V .A 4- Br, 
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A et B désignant des fonctions de «, c, //, e,_/, g sj’mé- 
triques par rapport aux six dernières, et l’on fera voir, 
par un raisonnement identique à celui <[ue nous avons 
employé pour les fonctions de cinq lettres, que V aurait 
alors quatorze valeurs ou deux seulement. 

D’où il suit, comme nous l’avions annoncé, qu’une 
fonction de sept lettres, qui a sept valeurs, est symétrique 
par rapport à six lettres. 
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VINGT ET UNIÈME LEÇON. 

Iles fonrlion'i aljîébriquos. — fondions entières. — * Des tondions 
rationnelles. — Classification des fonctions alj»èhriques non rationnelles. 
— Forme jîéiiêrale des fondions algébriques. 


I)cj /'onctions algébriques. 

l.fs considérations développées dans la dix-huitième 
leçon et les suivantes donnent lieu de penser, sans toute- 
fois le démontrer d’une manière rigoureuse, qu’il est 
impossible de résoudre algébriquement les équations gé- 
nérales de degré supérieur au quatrième. Abel est par- 
venu à démontrer cette impossibilité, par une méthode 
([ui a été simplifiée ensuite par Wantzel dans quelques- 
unes de ses parties. 

Résoudre une équation algébriquement , c’est former 
une fonction algébrique des coefficients qui, substituée à 
l'inconnue, satisfasse identiquement à l’équation; la pre- 
mière chose à faire, pour reconnaître si une équation est 
soluble ou non algébriquement, est donc d’étudier la 
forme générale des fonctions algébriques. C’est cette étude 
que nous allons faire ici, et nous démontrerons , dans la 
prochaine leçon, l'impossibilité de résoudre algébrique- 
ment les équations générales de degi-é supérieur au qua- 
trième. 

Soient 

J'iï * 

k quantités (juelcoiiques indépendantes, et y une fonction 
de ces quantités; i’ .sera une /d//t7/o// algébrique, si l’on 
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peut l'exprimer eu Xj, Xj, Xj, etc., à l’aide des opéra- 
tions suivantes, efFectuées un nombre fini de fois : i** l’ad- 
dition ou la soustraction; 2 " la multiplication; 3“ la divi- 
sion ; 4° l’extraction des racines d’indices premiers. Nous 
ne comptons pas l’élévation aux puissances entières et 
l’extraction des racines de degrés composés, car ces opé- 
rations sont évidemment comprises dans les quatre que 
nous avons mentionnées 

Des Jonctions entières. 

Lorsque la fonction i' peut se former par les deux pre- 
mières des quatre opérations mentionnées ci-dessus, elle 
est dite rationnelle et entière ou simplement entière. 

Désignons par 

/{x„ ,r,, Xj, . . .) 

une fonction qui peut être exprimée par une somme d’un 
nombre limité de termes de la forme 

Ax”' x”’ . . . 

1 ï 

A étant une constante, et //i, , ms, etc., des exposants en- 
tiers et positifs. L’opération désignée par J’ fournit une 
fonction entière, conformément à la définition précé- 
dente; et l’on peut généralement considérer toutes les 
fonctions entières comme obtenues en répétant cette 
opération un nombre limité de fois. Soient e, , etc., 
plusieurs fonctions de .r, , Xs, etc., de la même forme 
(jue /", la fonction 

/(•’., ".,•••) 

sera évidemment de la même forme. D’ailleursy(e,, t's v •) 
est l’expression des fonctions obtenues en répétant deux 
lois l'opération J {x, , x, ,...); d’où il suit qu’on trouvera 
toujours un résultat de même forme, en répétant cette 


iJ « 
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même opération autant de fois que l’on voudi'a, et que 
toute fonction entière de x,, Xj , etc., peut être exprimée 
par une somme de termes de la forme 


heh fondions rationnelles. 

Une fonction e des quantités x,, Xj , a:j, etc., est dite 
rationnelle lorsqu’elle peut être exprimée par les trois 
premières des quatre opérations algébriques ci-dessus 
désignées. 

Soient 

y'(.C, , JT, , Xj , . . . y, F X, , X, , .fj, . . .^ 

d«;ux fonctions entières, le quotient de ces fonctions 

/ (J,, X,, . . .) 

F(x, , .r,, . . . ) 

sera évidemment un cas particulier des fonctions ration- 
nelles non entières, et l’on peut considérer toute fonction 
rationnelle comme obtenue en répétant plusieurs fois 
l’opération précédente; mais en désignant par , e*, etc., 

f[x, X, . . . ) . 

plusieurs fonctions de la forme il est évi- 

F(x,, X,, . . .) 

dent que la fonction 

• • •) 

F(f-,, . . .) 

pcxtt être réduite à la même forme; d’où il suit que toute 
fonction rationnelle se réduira à la forme 

/(x, , X, , . . . ) 

F(x,, .r„ . . .)' 

/ cl b’ désignant des fonctions entières. 
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Clfts.si/uatioii l/es Jonctions alf^èbrtijucs non 
rationnelles. 

Soit 

J (j'i ) "<^3 , • • • ) 

une l'onction rationnelle f|uelcoiujiie ; il est évident que 
toute fonction algébrique s’olitieiidra en eonibinaiil 1 opé- 
ration désignée par / avec l’opération désignée par , 
ni étant un nombre premier. Si donc />j , désignent 
des fonctions rationnelles de .c, , Tj , etc., /t, , «j,ete., 
fies nombres premiers , et ([u’on fîtsse 

i>'=f{x, , r,, . . . , "\jp, , . ..y 

!>' sera la forme des fonctions algébriques dans lesquelles 
l’opération désignée par y/ ne porte que sur d(\s fonctions 
rationnelles. Nous appellerons, avec Abel , at~ 

fié/iriqiics du premier ordre les fonctions de la forme /»'. 

Soient ]>\ , p \ , eU;., des fonctions algébritpies du pre- 
mier ordre etc. , des nombres premiers ; et posons 

P , 'fj, • . . , y//fi , y//fî, ■ • • > yZ/fi J ^ p i > • • ■ ^ > 

//' sera la forme générale des fonctions aigébrifjues dans 
lesquelles l'opération désignée par y/ ne porte que sui- 
des fonctions rationnelles ou sur des fonctions algébriques 
du premier ordre. Nous appelbu'ons /omc//o/i.v alf'éhriijues 
du deuxième ordre les fonctions île la forme p" . 

l.)e même si />” , //', etc., désignent des fonctions algé- 
briques du deuxième ordre, n" , /i",etc. , des nombres 
premiers, et (pi’on fas.se 

P ~ .t , .c,, . . . , y//'i > • • . ! y//'i > • • > ’ ■ ' ' 
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p'" s<'ia la l’orme des l'oiu-lioiis algébri(|ues, où l opéra- 
tion désignée par y/ ne porte que sur des lonctions ra- 
tionnelles et sur des fonctions des deux premiers or- 
dres. Les fonctions de la forme //" seront les fonction.s 
algébriques du troisième ordre. 

Kn continuant ainsi, on formera des fonctions algé- 
briques du quatrième, cinquième, etc., ordre, et il 
est évident que l’expression générale des fonctions du p."""' 
ordre sera l’expression générale des fonctions algébriques. 

Il suit de là qu’en désignant par y une fonction algé- 
brique du p'""'" ordre , e aura la forme 


r,,. . , , î^p,, 

où/désigne toujours une fonction rationnelle, /t,, pj,etc., 
des fonctions de l'ordre p — t, n,, n,, etc., des nombres 
premiers, etr, , rijClc., des fonctions de l’ordre p — i ou 
d’ordres moins élevés. 

On peut évidemment supposer qu’aucun des radicaux 
Pt , etc. , ne soit exprimable rationnellement en 
fonctions des autres radicaux et des quantités /■,, /'j, etc. 
Si, en elVet, y/^, était dans ce cas, en portant sa valeur 
dans l’expression de e, on aurait une valeur de y 



de la même forme que la précédente, mais plus simple, 

^1 J I II 

puisqu’elle contiendrait le radical yp, de moins. Si de 
même l’un des radicaux qui restent pouvait s’exprimer 
en fonction rationnelle des autres radicaux et des quan- 
tités /•,, /'s, etc., on pourrait chas.ser ce radical de l’ex- 
pression de e, qui conserverait d’ailleurs la même forme i 
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ol si l'on pouvait ainsi continuel' jusqu'à ce qu’on eût 

éliminé tous les radicaux y Pt , etc., la fonction u 

serait réduite à l’ordre p — i . 

Si donc la fonction u est elfectivement du ordre , 

on peut supposer que les radicaux ^p , , ^pt, etc., aient 
été réduits au plus petit nombre possible, et qu’il soit 
impossible d’exprimer l’un de ces radicaux en fonction 
rationnelle des autres et de fonctions algébriques d’ordre 
inférieur. Et si ni désigne alors le nombre de ces radicaux 
qui alfectcnt des fonctions algébriques d’ordre u — i , nous 
dirons que la fonction e d’ordre u est du degré m. 

D’après cette définition, une fonction d’ordre p et de 
degré o n’est autre qu’une fonction d’ordre p — i, et une 
fonction d’ordre o est une fonction rationnelle. 

Il résulte de là que si n désigne une fonction algébrique 
d’ordre p et de degré m , on aura généralement 



/ désignant une fonction rationnelle, p une fonction al- 
gébrique d’ordre p — i , n un nombre premier , et r , , 
/•j, etc., des fonctions d’ordre p, mais de degré m — i . En 
outre, d’après ce qui précède, on peut toujours supposer 

qu’il soit impossible d'exprimer y/p en fonction ration- 
nelle de r, , 7's , etc. 


Forme générale des fonctions algébriques. 

Dans l’expression précédente de e, ^'désigne une fonc- 
tion rationnelle des quantités , Cj , etc., et ÿ/p^mais 
toute fonction rationnelle de plusieurs ipiantités peut 
être représentée par le quotient de deux fonctions en- 


\I>(.T KT l Mil Ml-, 

lièies, iiuus pouvons donc jxisci 



® cuj/ dcsignanl des roiiclionscnlièiv.s, cl si l'on ordonne (f cl 

I 

<p jiar rapporl aux puissances ilc y/ 1> ou on aura pour c 
une valeur de la forme 


•»< + «I /V H- il yj” 4- . ■ • + i, /<" S 



/„ -f- <1 //■ 4- <.• y»" H 4- P" 


où .v„, i,,..., et to, <1,..., , sont des fonctions en- 

tières de /•, , r, , etc. 

Soit « une racine imaginaire de 1 érpiation 

a" = I ; 

désignons par 

r 1 1 f • • • ï I H ■ 

les « — 1 valeurs fju’on obtient en rempla^-anl dans T, />" 
successivement par 

III I 

ay>", a'/r", a'/r", . . . , a"" 'yr", 

et multiplions par T, les deux termes de la 

valeur de e, on aura 

ST,Ï,...T„_, 

‘■"TT, T, .Tj/ 

Le produit T, T.... peut évidemment s’exprimer en 
fonction entière de p et des r|uanlilés ; , , r,, etc. ; il est 
donc une fonction algébrique d’oi dic p et de degré — • 
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au plus, que nous désignerons par u. Pareillement, 1<- 
produit SI’, Tj. . . T„_, est une fonelion entière de /■,, 

etc., et nous repi'ésenterons sa valeur par 

I V I 

M„ -t- n,//‘ + «,//' mp^, 

et l’on aura 

t 3 i 

«„ -h «1 p“ + II. P" «,//' 

U 

ou simplement 

I 3 I 

•' = <h + '/< P" -+• ‘l-P’' + <hp", 

I- 1 «ip “i 

en mettant «yo, i/i, etc., au lieu — ? — ? etc. 7 d etc., 

désignent ici des fonctions rationnelles de etc., 

et p. 

On peut chasser* de l’expression précédente de e les 

I 

puissances de p’' supérieures à la {n — 1 )“'"'. Si , en elVet, 
j désigne un nombre qui , divisé par n , donne le quo- 
tient g et le reste h , on a 

J !• 

p" = pe. p\ 

et, en se servant de cette formule, on pourra mettre e 
sous la forme 

\ i 

( I ) i> = f/„ + fp p'< -h f/~.p" + ■ ■ ■ + </„_■ p “ , 

t/o, y,, (fl,..., <■/„_, étant toujours des fonctions ration- 
nelles de />, , l'i, etc., et, par conséquent, des fonctions 

.algébriques d’ordre p et de degré in — i au plus , telles , 
en outre, qu’il soit impossible d’exprimer rationnelle- 
ment p" en fonction des quantités dont elles dépendent. 
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Dans l’expifssion (i) de f», on peu l supposer 
'/> = I . 

l’our le démonlrer, supposons d’abord (|iie </, ne soit pas 
nul, et posons 

p^ = p<r:\ 

n ou 

> 

A>i - p~" 

n — — cl ü" = ‘-l\ 

<l\ 'h 

l'expression de v devient 

e == r/„ H- /.;■ + P" + . . . H- 

OU plus simplement 

1 a n — 1 

(2) •' = 7. 4- />" + 7, 

en éerivanl p au lieu de pi\ <7,, </, , etc., au lieu de 

%,olc. 

'/, 7Î 

Dans cette nouvelle expression (2) de e qui se déduit 
de (i) en faisant r/, = i, les quantités ç», (Jt, etc., dési- 
gnent toujours des fonctions algébriques d’ordre p. et de 
degré m — 1 . 

Supposons maintenant que dans l’expression (1) de e 
on ait = o; désignons par l’une des quantités «7, , 
<7s, etc., qui n’est pas nulle, et posons 


= 7>*. 


d'où 


n étant premier el k moindre que 1/ , on peut tou|oui s 
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imiivor dt'ux l'uticrs a et c tels, que 
/ a — 6 , 

/ étant un nombre entier quelconque donné; alors on 






Un a , i;n parlirulior et par liypolhèse. 


h l’aide des deux formules précédentes, on substituera 

I I 

aux puissances de p" dans la valeur (i) de e,cellesde 
après cette substitution, il est évident que la forme de e 

I 

n’aura pas changé, mais que le coefficient de p" sera 

£ 

l'imité; car, dans l’expression primitive de t', p" a pour 
coefficient . 

Conclusion. — Il rémlto de ce qid précède (pie toute 
fonction algébrique d’ordre p et de degré m peut être 
mise sous la forme 

1 1 n— I 

e= <7. + + q,p" 4-. . . + q„-,p " , 

où n est un nombre premier, q^, q,, etc.^ d(‘s fonctions 
algébriques d’ordre p, mais de degré m — i, et p une 
fonction d’ordre p — i, dont la racine n''""' ne peut être 
exprimée rationnellement par les quantités q^, c/j, etc. 
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Propricics des fünctions algébriques qui satisfont à une équation donnée. 
— Démonstration de l’impossibilité de résoudre algébriquement les 
équations générales de degré supérieur au quatrième. 


Propriétés ries fonctions algéhrùjues qui satisfont à une 
équation donnée. 

Si l’on l'onsidèrc un polynôme enlier el rationnel 
1-" -f- n,.r" ■' + 

dont les coefficients etc., sont des fonctions ration- 

nelles de quantités quelconques, qu’on regarde comme 
connues, tout diviseur de ce polynôme qui a pour coeffi- 
cients des fonctions rationnelles des ({uantités conmtes, 
est appelé un diviseur conimensurnhle. 

On nomme équation irréductible, toute équation dont 
le premier membre n’admel aucun diviseur cominensu- 
rable. 

L’équation générale de degré quelconque, dont les 
coefficients sont indéterminés, est nécessairement irré-- 
<luciible. 

Cela po.sé, soit une équation de degré m 

(i) .r" H- -I- -t- . . . -t- 4- «m = o, 

dont les coefficients sont considérés comme des fonctions 
rationnelles de quantités connues, et supposons qu’elle 
soit résoluble algébriquement. 
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D’api ■ès la classinc-alioii tk*s foiiciioiis algébriques éta- 
blie dans la leçon préeédentc, si la racine a; est une fonc- 
tion algébrique d’ordre u des quantités connues, ort 
pourra poser 

I 3 N — I 

(’•) .r=7 , -4- -t-. .. -t- 7„_,- 

Il est un nombre premier, /> désigne une fonction d’ordre 
a — I ; ffÿ, </; , etc., peuvent être de l’ordre fx, mais sont 
d'un degré moindre que celui de ,r. Enfin , on peut sup- 

1 

poser qu il soit impossible d’exprimer p" en fonction ra- 
tionnelle de p, </o, 7i, etc. 

En substituant cette expression (2) de x dans l’équa- 
tion (i), on aura un résultat qui pourra évidemment se 
réduire à la forme 

I U n— .t 

(3) -h r, P" -4- c, -t- . . . -t- " = o , 

où /•,,, /'s, . , . , r„_, désignent des fonctions rationnelles 

des quantités /x, <7,, <74,..., q„_i. Or je dis que l’équa- 
tion (3) exige que l’on ait en môme temps 

c« = 0, r, = 0, r, — O,..., =0. 

En ellét, dans le eas contraire, les deux équations 

2" — /X = O , 

-4- r, Z -4- /-jz’ -H . . . -4- r„_, t"-' =Z o 

auraient une ou plusieurs racines communes. Soit A- le 
nombre de ces racines, on pourrait former une équation 
de degré A ayant pour racines ces A racines communes, 
pour coellicients des fonctions rationnelles de p, r/o , 
</ii- ■ - , '7—1 • Soit 

•'« -fl ï 4- '«iZ’ -4- . . . 4- = o 





■iSS VINGT-llElJ\li;ME l.F<;ON. 

ci'ttE «[iiatioM, el di'-sif^iions par 

f, -H -f- tjZ' -f- . . . -t- !,z' 

un diviseur irréductible de sou premier membre , dont 
les eocITicieuls r,,. . f, soient des fonrtioiis ratiou- 
uelles de />, t/o, <jr,, . . . , , I/équalion 

(4) f. 4- t, : -t- -4- ... 4- t.î' = O 

a toutes scs rarines communes avec 

(5) z' — p = o-, 

d'ailleurs son tiegré t est au moins égal à a, car, autre- 

1 

meut, on pourrait exprimer z ou f>" en fonction ration- 
nelle de />, (/o, 7 s, • ■ . , 7 „_i. Si donc z désigne une racine 
quelconque de l’équation ( 4 ), cette équation aura au moins 
une autre racine de la forme az, a étant une racine de 
l'équation 

a"= t; 

l’équation ( 4 ) aura doue une racine commune avec 
(fi) t» -t- f.îti -4- f,a’3- t,ot'z‘ = O, 

et, par conséquent, avec l’équation 

( 7 ) (i — a' U„ (a — a') t, z -I- . . . 4 - (a'~' — a') f,_,z‘“' = o , 
que l’on obtient eu retranchant de l’équation ( 6 ) l’équa- 
tion (4) multipliée par a' . Mais l’équation ( 4 ) est .supposée 
irréductible, il est donc impossible qu’elle ait une racine 
commune avec l’équation ( 7 ), qui est de degré inférieur 
au sien. D’où il suit qu’on a nécessairement 

r, = 0 , r, z= o, = O. 

Les équations précédentes ayant lieu, l’expression (a) 

1 

de ,V satisfera encore à la proposée ( 1 ), en remplaçant />'' 
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par (’liaruiu' des // valeurs 

III I 

P", a;/‘, 

où I, a, ê, . . . , fj) désignent les racines n''"'" de runilé. 
On aura ainsi n racines de l’équation (i), que nous re- 
présenterons par 




et dont les valiîurs seront 


( 8 ) 


X, z= 7 . -h p" -h f/,p" -h 

-H " . 

a:, = ly, -t- a/j" -+- 'x^ipp" -t- . . 

. . ■+■ rx"-'q„_,p » , 

.r, = </» -1- -1- ^‘‘q.p'^ -1- . 

, . -f- " , 

1 2 

x„ = (/„ ■+■ W/J" -4- w’73/J" -+■ . 

«—1 


on voit que ces racines sont didérentes, car, si deux 
d’entre elles étaient égales, on aurait une équation de 
cette forme 

I 2 

(a — ë)</j -H 'X — f>)p" -!- («’ — H- . . . = O , 

(jtii condtiirait aux équations contradictoires 

(a — S) =r O , (a — S) = O , . . . . 

Au surplus, cette remarque n'osl pas indispensable pour 
ce qui va suivre. 

Kn ajoutant les équations (8), en les ajoutant ensuite 
après les avoir respectivement multipliées par 


puis par 


I , a , n» , . . . , f*> , 

I, «"-% S"-=, . . . , w"--’, etc. 


'9 
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on ohtirnl livs suivanu*s : 


Vf — « ^ ‘ ^ 

/>" = ^ (x, -f- -t- . . . -H w" ■ '-r„) , 

} 

'/j/^" = ^ +...-+- M''~’.r„), 

n~-i 

* / r 

7„_,/> " = - (j, -h a.r, -+- 4- w j:„). 

n 

Il l'ésultr fie là que les quantités 

l 

/>", 7., 7î'- -- '/»-! 


sont (les fouetious rationnelles des racines de r('(|ualion (i). 
On a, en ell'et, généralement 

, ,!•, 4- a" - P X, 4- 6" 'P X , 4- . 4- w" ''° x„ 

'/* = 7' 

(x, 4- a"“'Xj 4- 6"~' X, + ... 4- 

Désignons maintenant par } l'une quelconque des ipian- 

I 

liuis />% f/„, f/,,. . . , 7"-’, et soit 

\ 7 r— I 

(q) >• — .ç„ 4- 4- .tje^ 4- ... 4- .«..-i •' ' , 

T„, .Sj, etc., étant des fonctions qui peuvent ('tre du iiunne 
ordre que mais qui sont de degré inférieur. On a, par 
ce (|ui précède , 

y = ^(.r,, X,,. . ., x^), 

(jp désignant une fonction rationnelle, et Xt,. . . , x,„ 
les in racines de l’équation (i), lesquelles- peuv(;nt ne pas 
entrer toutes dans la fonction <p. Soit in' le nombre de va- 
bnirs ([lie premd la fonction f cpiand on v permute le.s 
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lacines :r,, .r*, <'10. ; ou pourra former iiiif ('-([uatioii ilu 
degré m' dont les coefficients seront exprimés rationnelle- 
ment par ceux de l’équation (i), cl dont les racines 

r ,. . . , J m' 

seront les m' valeurs de la fonction ■j,. Et comnu! la va- 
leur (9) de y doit satisfaire à cette équation, on en con- 
clura , comme précédemment, que les quantités 

I', .'V_ , 

sont des fonctions rationnelles de t ,, , y,,,,, et , pai- 

conséquent , aussi de .r,, T», . . . , x,„. 

Comme on peut continuer indélinimenl ce raisonne- 
ment , on conclut de ce qui précède , que 

Si une équation est résolub/e al^éhriqiieincnt, on peut 
donner a la racine une forme telle, que toutes les fonc- 
tions algébriques dont elle est composée soient des fonc- 
tions rationnelles des racines de l’équation proposée. 

Démonstration de l’impossibilité de résoudre algébri- 
quement les équations générales de degré supérieur au 
quatrième . 

Les propriétés des racines d'une éejuation résolubl<’ 
algébriquement, que nous venons de démontrer, ont lien 
<lans tous les cas, soit qu’il s’agisse d’une équation dont 
les coefficients ont des valeurs déterminées, soit que l’on 
considère ces coefficients comme indélei'ininés, et, pai 
suite, les racines de l’équation comme étant des quantités 
quelconques, n’ayant entre elles aucune dépendance. 

ÎNous plaçant maintenant à ce dernier point d(! vue, 
nous allons démontrer qij’il est impossible de résoudre 
algébriquement les équations générales de degré supé- 
l'ieur au quatrième. 
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O tli<‘()irmi‘ a vU- poiii' la première fois, 

par Abel; mais je présenterai ici la dénioiislraiion très- 
remarquable de NVantzel. On verra, dans eette reproduc- 
tion exacte, un lionimage mérité à la mémoire <l'un géo- 
mètre cpie la mort a frappé dans toute la force de son 
taUmt. Je supprimerai pourtant quelqutrs détails, inutiles 
ici, après les di'-veloppcments (pie j'ai donnés sur le 
nombre de valeurs (pi'une fonction peut aixpiérir ('*'). 
Soit 

/(.r) = O 

une ('(pialion de degré m dont les coellicieilts sont indé- 
terminés, et désignons par 

X,, X,,. . 

ses /n racines, cpie nous supposons exprimables algébri- 
(piement en fonction de ses coellicients. 

« Si l’équation / (.r) = o est satisfaite par la valeur. r, 

» de x, (jiicls que soient ses coeHicicnls, on doit repro- 
)> (luire identitjuemenl .r, , en substituant dans son ex- 
» pression la fonction rationnelle correspondante à clia- 
» ([ue radical , pui.sque les racines de rétjuation sont alors 
>1 entièrement arbitraires. De même, toute relation entre 
» les racines devra être identique ,• et ne cessera pas 
)) d’i’xistcr, si l’on y remplace ces racines les unes par les 
» autres, d’une manière quelconque. 

» IMsignons par \ le premier radical (pii entre dans la - 
I) valeur de .r, , en suivant l’ordre du calcul, et soit 

= 

M pdép(!U(lra immédiatement des coefficients de /(x)=;o, 

» et s’exprimera par une fonction symétrique des racines 


(*) '{tHnomols indiquont tout oeqni oni)»ninté liuôralcniont au 
Mômuirr 
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F(x,, .V,, Xj,...); J" sera une (onction ralioiinelle 
» (jp(xi , Xs , X, , . . . ) des mêmes racines. 

» Comme la fonction ® n’est pas symétrique, sansquoi 
» la racine n“'“' de p s’extrairait exactement, elle doii 
» changer lorsqu’on permute deux racines, .j-, , x, , par 
>1 exemple; mais la relation 

y" = F 

» sera toujours satisfaite. D’ailleurs la fonction F étaiil 
I) invariable par cette permutation , les valeurs de <f sont 
» des racines de l’équation = I’, et l’on a 

y(a^2î *ri, a.',, . . .) ay (ar, , x, , .r, , . . . j , 

» a étant une racine n‘""“ de l'unité. 

') Si l’on remplace de part et d’autre Xi par ,1.5, et ré ■ 
>1 ciproquement, il vient 

y (.r I , ar, , ar^ , . . . ) = a^iar,, x,, Xj,. . .); 

>1 d’où, en multipliant par ordre, 
a’ = 1 . ■ 

» Ce résultat prouve que le nombre n , supposé pre- 
') mier, est nécessairement égal à 2 ; donc le premier 
» radical qui se présente dans la valeur de rinconnue 
» doit être du second degré. C’est ce qui arrive, eu ell'et, 
» pour les équations qu’oti sait résoudre. » 

La fonction (jp, n’ayant que deux valeurs, change par 
une transposition quelconque, et ne sera pas ehangée 
[voir dix-neuvième leçon) par une permutatioti circu- 
laire de trois ou de cinq lettres, car ces permutations 
équivalent à un nombre pair de transpositions. 

« Continuons la série des opérations indiquées pour 
former la valeur x, de x. 

» f)n combinera le premier radical avec les coellicienis 
» (Ir J'(.r) = O , ou la (onction'^ avec des fonctions symé- 
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» li'iqucs d«;s racines, à l'aiile des premières i>péralions 
» de l’algèbre, el l’on obtiendra ainsi une fonction des 
» racines susceptible de deux valeurs , et , par cotisé- 
>1 quent, invariable par les permutations circulaires de 
» trois lettres. Les radicaux subséquents pourront donner 
» encore des fonctions du même genre, s’ils sont du st^- 
» cond degré. Supposons qu’on soit arrivé à un radical, 
Il pour lequel la fonction rationnelle équivalente ne soit 
» pas invariable par ces permutations. f)ésignons-le tou- 
« jours par 

,r — ? O “T J » • ■ • ) i 


)i dans l’équation 
n 'nous ferons encore 


.y“ = P 


P — t" (a-’i , 




» oett<- foiK tion ne sera plus symétrique, mais seulement 
» invariable par les permutations circulaires de trois lel- 
« très. Si i’on remplace 


» par 

» dans la relation 


•^1 J J 

= F 


» subsistera toujours; et, puisque l’ ne change pas par 
« cette substitution , il viendra 


f{x2, a;, , ■!,, J.'i , - V ■ ) = I ■** > • ■ ' I’ 

» X désignant une racine de l’unité. » Kn faisant 
dans cette équation la substitution circulaire 


I -r, , -c , , 

\ Xa, 



et répétant une seconde fois cette substitution, on aura 
y (-r., , j:, , r.' , | (.r , , .r, , .r , , .r, , . . . ) , 

y (.Cl , a" • , a-., , Xj , ..)='/ y (a;., , a.\ , .r . , a', 
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at);"* 

et, en multipliant les trois équations précétlenies , « oii 
conclura 

x-" = I , 

» Ainsi , n sera égal à 3 . 

)) Si le nombre des quantités x, , Xj , Xj , Xj , etc., est 
» supérieur à quatre, ou si l’équation f{x)=.o est d’un 
» degré plus élevé que le quatrième , on pourra enéctuer 
» dans ÿ une permutation circulaire de cinq lettres, en 
» remplaçant 

■^1» '^4 > 

» par 

, Xa, Xj , X( , X5, X, ^ 

M la fonction F ne changera pas , et l’on aura 

Ÿ (xï 1 X,, , , X, , .Cl , . « . ) — a (X| , X2 , , X, , X, , . . . ) , 

» puis, en répétant de part et d’autre la même substi- 
» tution , 

Ÿ(x 3, X, , X,, X|, X, . .) — fit y ^Xj , X, , X| , X, , X| , . . • J , 


» Par la multiplication , un obtient 
» ce qui entraine 

se = 1, 

» puisqui; a est une racine cubique de l’unité. Ainsi la 
» fonction <f est invariable par les permutations eircu- 
» laires de cinq lettres. » Donc, d’après un théorème 
démontré dans la dix-neuvième leçon , la fonction (f est 
aussi invariable par les permutations circulaires de trois 
lettres. 

« Ainsi, tous les railicau,»: reujennés Hans la racine 
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» d’une équation générale de degré supérieur au (pia- 
» tricinc devraient être égaux à des fonctions ration- 
» nelles des racines invariables par les permutations 
» circulaires de trois racines. Fin substiliiaiit ces fonr- 
» lions dans l’expression de x,, on arrive à une égalil(> 
» de la forme 


Xi — -^3 ï -T , , X, , J . , , 

» qui doit être idimticpie; ce qui est impossible, puisque 
» le second membre reste invariable quand on remplace 
1) X,, .r,, Xj, par x,, Xj, x,, tandis que le premier cbange 
» évidemment. 

» Donc, il est impossible de résoudre par radicaux 
» une équation générale du cinquième degré ou de degré 
» supérieur. 

» La démonstration précédente fait voir en même temps 
» que, pour les équations du troisième et du quatrième 
» degré, le premier radical , dans l’ordre des opérations, 
» doit être un radical carré, et le second un radical 
» cubique. Ces circonstances se présentent, en elfel, dans 
» les formules données par Lagrange et les autres géo- 
« mètres. » 


À 
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VINGT-TROISIÈME LEÇON. 

Des nombres congrus ou équivalents. — Théorème de Fermai. — Théorème 
de Wilson. — Des congruences en général. — Idmite des nombres des 
racines d’une congruence suivant un module premier. — Détermination 
du nombre de racines d’une congruence. — Nouvelle démonstration du 
théorème de Wilson. 


Des nombres congrus ou équivalents. 

Si la diHërent’c de deux nombres entiers a et h, posi- 
tifs ou négatifs, est divisible par un troisième nombre 
positif /7, a et è sont dits congrus ou équivalents , par 
rapport à p; le diviseur p est appelé le module; a et b 
sont résidus Tua de l’autre suivant le module p. 

Pour exprimer que a et b sont congrus suivant le mo- 
dule p, il suffit d’écrire 

// = è -H un multiple de p, 

mais nous adopterons la notation plus commode de 
M. Gauss, (M nous écrirons 

U ~ h (iiiod. p\. 

Si r désigne le reste de la division de a pur p, on a 
«“c mod. p), 

ei le reste r est, si l’on veut, compris eiitii^ o et p, ou entre 

— - et -I- d’où il suit fiue loul nombre a un résidu 

inférieur en valeur absolue à la moitié du module. (.)n le 
nomme résidu minimum i mais, si l’on ne veut considérer 
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ijiu; les résidus positifs, les limites seront o et /», cl le ré- 
sidu minimum pourra surpasser 

L’avantage de la notation de M. Gauss, pour représen tel- 
les congruences, consiste surtout en ce qu’elle rappelle la 
grande analogie qui existe entre les congruences et les 
égalités, sans qu’il y ait pourtant de confusion à craindre. 
Nous allons faire voir que la plupart des transformations 
([ue l’on peut faire subir aux égalités peuvent être appli- 
quées aux congruences. 

Addition et soustraction. — Si l’on a 


on aura aussi 


n == h (mod. p], 
a’ ^ b' (mod. /i), 


aziHn' ~ b± b’ (mod. p). 

Les congi’uences proposées expriment , en elléi , «pie 

rt = é -t- un multiple de />, 

«'= h' -(- un multiple lie p -, 

donc 

rt d:: fl' = é dz è' -f. un multiple de p. 


ou 


adzn's/idlft' (mod. /i). 


Ce qu’il fallait démontrer. 

Multiplication. — On peut multiplier une congruence 
par un nombre quelconque. Car soit 

n = b (mod. p), 

c’est-à-dire 

a = è -t- un multiple de p, 

on aura aussi 

ma = mb -t- un multiple de p, 
ou 

ma == mb (inod. p). 

^)n peut aussi multiplier entre i-lles |)lusieurs eon- 
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grueiiEcs lie même module. Soient, en ellêl, deux con- 
gruênccs 

Il ~ b (niod. p), 

a'^b' (mod. /^), 
ou 

« = é -(- un multiple de p, 
fl' = b' -i- un multiple de p. 


On aura, 


ou 


en multipliant, 

iifi' = bh' -+■ lin multiple de p, 
au' ^ bb' ^inod./^). 


(ietpi’il fallait démontrer. 

On voit généralement que, si l’on a 


i a ~ b, 
a's b' 

{mod.y.i), 

n(") = /A"*), 

on aura aussi 

aa' . . . = . , b’’"'. 


Élévation aux puissances. — On peut élever à uint 
même puissance les deux membres d’une congrnenee. 
Cela résulte immédiatement de ce que nous venons de 
dire au sujet de la multiplication. Si donc on a 

n ^ h (mod. y<), 

on aura aussi 

n” = /)'" (mod. p). 

CoilOLLAlRE. Soit 


f{x) = .-V.c'" 4- Ibc" + . . 

une fonction entière et rationnelle de .r, dont les eoelli- 
eients soient des nombres entiers; si l’on a 

n ~ b (mod. p). 
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on aurn aussi 

f{a)~/(b) (mod.yj). 

Division . — On peut diviser une congnieiice par un 
nombre quelconque premier avec le module. 

Soit, en ell'ct, la eongruenee 


ma s mb (mod. p), 
ou 

ma = mb + /> X 
on aura, en divisant par ;/i , 

a=b+>L^, 


et, si l’on suppose m premier avec /i, (j devra être divi- 
sible par /«, el l’on aura 


ou 


a b un multiple de p, 
a = b (mod. p). 


C(^ qu’il fallait démontrer. 

On peut aussi diviser une eotigrueiiee par uneaiili e, 
pourvu qu(! les membres de la seconde soient premiers 
avec le module. Soient, en clfet, les deux eongruenees 

( I ) na' = bb' (mod. p), 

(2) a ^ b (mod. p). 




Désignons par r le résidu minimum de la dillérence a ' — />', 
on aura 

(3; a' ~ b' ± r (mod. p), 

et, en multipliant ( 2 ) et (3), 

(4) fia' = bb' ± br (mod.//). 

Des eongruenees (i) et (4), 011 déduit 
bi ~ it (mod./;), 
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or !> est premier avec h |)ar liypollièse, on aura donr 
r~o (inod./>), 


ou 


r =r O, 

puisque r <^p. On a donc 

a' = b' (mod. 
Ce qu’il fallait démontrer. 


Théorème de Fermât. 

Si P est un nombre premier qui ne divise pas a, a>'~' — t 
est divisible par p ; en d'autres termes, on a 

aP-' ~ i (mod. 

Soient a et p deux nombres premiers entre eux, et 
considérons les p — i multiples de a 

(i ) a , la , 3n , . . . , {p — i ) « ; 

l’un de <;cs nombres ma, par exemple, ne saurait être 
divisible par p, puisque p est premier avec a, et qu’il 
surpasse m. Il en est de même de la ditlérence ma — m'a 
de deux termes de la suite précédente; ear cette diifércnee 
est elle-même un terme de la suite. Si donc on prend les 
résidus nàinima positifs des nombres (i) par rapport à p, 
ces résidus sont tous dilférents, et aucun d'eux n’est nul ; 
ce seront donc, dans un certain ordre, les nombres 

(?.) I , 2, 3,..., (/^— i). 

Les nombres (i) étant respectivement congrus aux 
nombres (a) , .on aura, en multipliant toutes ees con- 
gruences , 

~ I . a . 3 . . . ( /■• — I ) (inod . /^). 




1.2.3. . . {p — i) aP' 



■ioi* VI \(;T-TU»)isii:MK i.Ki;oiV\ 

Siip|iosuns iiiainleiiaiK que p soit un ikiiiiIiiv pre- 
miiT, ou pourra divisi'r la (lernitîro coiigrnonco par 

1.2.3... !> — I , car ce nombre est premier avec le mo- 
dule, et l’on aura 

a!'~' s I (itiod. p). 

(à‘ qu'il fallait di'-montrer. 

! héori-nu- de Wilson. 

Si i> est un noin/)rci>reinier, lasomme i . 2.3. . .(/; — i ) 4- i 
est divisible par p ; en d’autres ternies, on a 

1.2.3... (p — i)s — I (mod . p] . 

Soit a l’un quelconque des nombres 

(1) I, 2, 3,. ij, 

et formons les multiples de a 

( 2 ) a , , 3a, . . (p — i)a. 

Dans la suite ( 2 ), il y a un terme congru à 1 , et il ii'v en 
a qu’un .seul; supposons que ce soitaa, on aura 

art = 1 (inod. p). 

Les nombres «et a sont inégaux , à moins que ci ne soit égal 
à I ouà/> — I . Si, en effet, on a a.—a,ti‘ — i = (n — i) (u-t- 1 ) 
est divisible par />; or p est premier, il.divi.se donc a — 1 
ou a - 1 - 1 , et , comme ii est <^p, on a nécessairement a = 1 
ou a = p — I . 

I! résulte de là que. les nombres 

2 , 3,4,.. ., (/i — 2 ), 

peuvent être associés deux à deux, de manièi'c que le pro- 
duit de deux associés soit congru à l’unité, et, en iniilti- 
plianl cuire elles les congruences ainsi obtenues, on aura 

2.3..^ . . . (p -- 2 ) = 1 (iiiod./c; 
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multipliani enfin par /> — i , on a 

1 .2.3.4. ■■{/> — 0 ^ — ' ('«<*<>• p)j 

ou 

I . 2 . 3 . 4 • • • (y-' — I ) -h I O (moil. p). 

(ie qu’il fallait démontrer (*). 

Remarque. — Ce théorème est surtout remarquable 
en ce qu’il exprime une propriété qui appartient exclusi- 
veinent aux nombres premiers; car, si p est un nombre 
composé, cl que 9 soit un de ses divi.scurs, 6 divisera le 
produit r.2.3... (/> — i), et, par conséquent , ne pourra 
diviser ce même produit augmenté de riinité. Il en sera 
donc de même du nombre p. 

Des congruences en général. 

La théorie des nombres résout sur les congruences le 
même problème que l’algèbre ordinaire sur les équations ; 
elle se propose, en particulier, de trouver les valeurs de .r, 
qui satisfont à vine congruence telle que 

/[je] ~ O (tnoil. fl), 

où f(x) désigne un polynôme entier et rationnel dont les 
coelhcients sont des nombres entiers. Si l’on satisfait ;’i 
cette congruence, en faisant x = a,oo y satisfera aussi, 
d’après une leinarque précédente, en faisant, quel que soit 
l’entier m , .r = « -H nip ; d’où il suit que chaque solution 
en donne une infinité d’autres, mais qui sont toutes équi- 
valentes suivant le module p. I^es diverses solutions ren- 
fermées dans une même formule a -I- inp peuvent si* 


(') Le théorème de Wilson , ainsi que celui de Fermât, est siiscoptiblo 
tFêtre généralisé; mais comme celle extension ne nous est d’aucune utilité 
pour Fobjel auquel se rapportent les développements que nous présentons 
ici, nous nous bornerons à renvoyer le lecteur à rexcellont Mémoire de 
M. Poinsot. {Journnl Je MtiihrnmlhfufS pures et nppliifUtU-s, loii)e \.) 
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(Iwluii'i! tl(! l'uiic <[uelcoiK[iu' (reiiiri; «■Iles; d ailleurs, ou 
peut disposer de l’entier m de nianière que a -I- mp soit 

compris entre — ^ et -t-^, on entre o et p; il n’y a donc 

lieu de s’occuper que des solutions comprises entre ces 
limites. 

(’.ela posé, nous appellerons racines de la congruence 
/(x) = o (mod. p), 

les diverses valeurs de x comprises (uitre o et />, qui ren- 
dent J {x) divisible par p. 

Une congruence est identique si tous ses coellicients 
sont divisibles par le module, et elle est évidemment im- 
possible si ses coefficients sont divisibles par le module, 
à l’exception du terme indépendant de x. 

Si r''(x) désigne un polynôme entier et rationnel , ayant 
pour coefficients des nombres entiers, on peut substituer 
à la congruence 

/(x) = o (inod./.>) 
la congruence équivalente 

y(x) -t- /) F(a;) = o (inod. y.i), 

et disposer ensuite des coefficients indéterminés de F (,r), 

pour rabaisser au-dessous de p, et même de^ si l'on veut, 

tous les coefficients de la congruence. 

Nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, aux con- 
gruences dont le module est premier. On peut alors faire 
en sorte que le coefficient du pnmiier terme soit égal .i 
l’unité. 

(Considérons, en etlet, la congrueiice 

A» .r” A, x""' -f- A,.r"~’ -H ... s o (mod. p), 
dont le module p est supposé premier, et les coellieient.s 
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3o5 


Ao, A,, As, etc., compris entre o et ou entre — - ci 
■+■ Eu ajoutant à son premier membre le polynôme 


p(x< + .r> + -.■), 

on peut l’écrire ainsi : 


Ao (A, -(- />y,).r^‘ -h + ■ . . (niod. />), 


\ Ao A„ J 


Cela posé, Ao, étant inférieur à />, sera premier avec lui , 
et on pourra disposer des indéterminées y,, y,, etc., de 
manière que 

A, -4- py, Al + pyi 

Ao Ao 


soient des nombres entiers H,, bj, etc., compris entre o 

P P 1 

et P ou entre — - et + ~i notre congruence sera donc 

A„(.r“ +- B, x”~' B, . .)=: o (mod p), 

ou, comme Ao est premier avec le module, 

■r” 4- B, B, .r"-’ r= o (mod j>\ 

Limite du nombre des racines d'une congruence suivant 
un module premier. 

Théorème. — Une congruence non identique , suivant 
un module premier, a nu plus autant de racines qu'il, 
y a d’unités dans son degré. 

Soit la congruence de degré m 

(i) /(.r)==o (mod/j), 


.<()() viNOT-rnoibii-MK i.ix;on. 

où 1(* roolln iftit du pivinier loriiii’ ost l’uiiilé. Supposons 
que a soit iiuo racine , divisons j\x] pai- x — « , et dési- 
gnons par /i (x) le quotient qui est du degré m — i, on 
aura 

ftx) = (x — a) /(.r) -f- /(rt); 

et comme / («) est, par liypothèsc, divisible par /> , la 
<'ongruence (i) jteut s’écrire ainsi ; 

— n)f,{x)^o inod.//. 

Soit mainUmant f> une seconde racine, on aura 


on 


IJ> — a)f,[b) == o (inod. //), 
/, />) — O (mod./>); 


car l> — a est inférieur à p, et, par conséquent , premier 
avec lui ; /> est donc racine de 

(2) /(a) S? O (mod.p), 

dont le premier terme a, comme celui de (i), pour (^oefli- 
cient l'unité. 

11 résulte de là que la congruence (i) de degré ni ne 
peut avoir qu’une racine de plus que la congruence (a) du 
degré t/t — I. A son tour, cette dernière ne pourra avoir 
qu’une racine de plus qu’une congruence 

(3) f,{x)~o (niod.p) 

de degré ni — a, et dont le premier terme a pour coeffi- 
cient l’unité. Par suite, la proposée (i) ne peut avoir que 
deux racines de plus que (3), et en continuant ce raison- 
nement, on fera voir que la congruence (i) ne peut avoir 
que ni — i racines de plus qu'une congruence du premier 
degré, telle que 

.r — / = O ( inod . />), 

laquelle n’admet que la seule racine /. D'on il suit, enlin 
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Hoy 

qu’une eongruencc de degré in ne peut avoir plus de in 
racines; mais elle peut en avoir moins de ni, et même 
n’en avoir aucune. 

Corollaire!. — S upposons quela congruence dedegrém 
/(x)==o (mod/j), 

dont le premier terme a pour coefficient l’unité, ait eflcc- 
livemcnt m racines 

n, h, r,. . . , fi, / : 

ces ni racines appartiendront aussi à la congruence 

(x) — [x — il) {x — /;) . . .{x — /) — O (mod . ji) ; 

mais cette dernière n’est que du degré ni — i , elle est donc 
identique et, par conséquent, on a 

f{x) = {x — a) (x — b). . .[x -l)-h />F{x), 

F (x) désignant une fonction entière et rationnelle de x 
dont les coefficients sont des nombres entiers. 

Corollaire II. — D’après le tlieorèine de l'ermat, la 
congruence 

xl'~’ — 1=0 (niod./>) 
admet les /> — i racines 

I , ■}., (p — i). 

11 suit de là que si J {x) désigne un diviseur du binôme 
x''~' — i,ou, plus généralement, de ce même binôme 
augmenté d’un polynôme pF(.a') de degré p — i, la con- 
grueiiee 

f(x) = et (inod. y.>} 

aura autant de racines qu'il y a d’unités dans son degré. 
Soit, en elli’t , 

X/"' — I -+-/< l''(a^) =/(•'■■) ; 

■AO . 
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lu ron^rnciirt* de p — i 

(nmd. />! 

adnuM les raeines 

I , ü , 3, . . . , ( /> I ). 

D’ailleurs «-es lat ines .sont eelles des deux suivantes : 

/(.r) = o (inod./<), /(a:)=o (iIumI. /- i), 

et si rune d’elles avait moins de racines qu’il ii’y a d’u- 
iiilés dans .sou degré, il faudrait que l’autre eu eût plus 
qu’il u’y a d’unités dans le sien , ce qui est impossible. 

Di'.lerminniioii du nombre des racines d'une 
congruence. 

(’.e dernier corollaire fournil un moyen très-aisé de 
déterminer le nombre de racines d’une congruence de 
module premier. Démontrons d’abord le lemme suivant. 

Lkmmk. — Siji{x) désigne le reste de la division des 
deux polynômes J \x) et fi(x) dont les premiers termes 
ont pour coefficients l’unité, les racines communes aii.v 
lieux congruences 

f{x) = o (mod. p), yi(.r) = o (mod p) 
sont les nieines que les racines communes à 

/,ix)~o (tnod. f.,[x)~o (inod.y>). 

SoilQlc quotient de la division de _/ (.r) par J\{x), ou 
aura 

f{x) = f,{x).q+ f, {x), 

et celle égalité fait voir que si /,(.r) est divisible par/) en 
même temps que run des deux polynômes J [x) cl f\(x), 
l’autre le sera uécessaireinent aussi : d’oii résulte la propo- 
sition énoncée. 
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(îouoLi.AiRii. — l.fs racines coininuries à «leux coii- 
i;riiciices 

/■(jr) = o (niod./<), _/I(a:)~o (iiiml />) 
apparlieneiil à la congruence 

(p(.i:) = o (niüd. y<}, 

désignant le plus grand commun diviseur' aux deux- 
polynômes J (.r) et J'i(jcj. 

Remarque. — Pour trouver ce plus grand commun di- 
viseur on suivra la marche ordinaire; seulement on 
fera en sorte, comme il a été indiqué page 3 o 5 , que les pre- 
miers termes des restes aient tous pour coellicients l’unilc. 

Problème. — Irom'er le nonihre des racines (rime 
congruence 

(1) f{x)~o (inod./..). 

Les racines de cette congruence appartiennent toutes a 
la congruence. 

(2) ,cP~' — 1 = 0 (mod. /i;. 

Il suditdonc de chercher les racines communes aux con- 
gruences (i) et (2). Pour cela , on prendra , comme il vient 
d’être dit, le plus grand commun diviseur à J (x) et à 
. — 1. V)’il ii’cxiste pas de diviseur commun, la pro- 
posée' n’aura aucune lacine-, si, au contraire, on trouve 
un plus grand commun diviseur (j/(x) de degré p. , la con- 
gruence proposée aura u racines, qui seront celles de 

.<j/(.c)=o (mod. yi). 

l'.etle dernière a ellei’livement \j. racines, puisepie 9 (•»') est 
un diviseur de degré u. du hinôme x''~' — 1 . 
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;^io 

Nouvelle tlèmonstmliou du théorème de IVdson. 

Si P est premier, la congruence 
(x — i)(x — 2)(x — 3)... (x — /î -+-i) — — i)so (inod. p) 

admet les p — i racines 

1, 2, ip— i); 

et comme elle nVsl que du degré p — a, eu ordonnant 
son premier membre par rapport à .r, les coefficients de- 
vront être tous divisibles par p. Si donc on désigne par S, 
la somme des nombres i, a,..., (p — i),parStla somme 
de leurs produits deux à deux, etc., par S,,_, leur pro- 
duit, on aura 

' S, ~ O , S, = ü , S;, s o , . . . , S^_i = — I , 

suivaiil le modub; />. La dernière de ces congruences con- 
stitue le ibéorème de Wilson. 
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IVoprietes des racines des congruences bindmcs de module premier. — 
Do l’existence des racines primitives. — Du nombre des racines primitives. 
— Recherche des racines primitives d’un nombre premier. — Table des 
racines primitives des nombres premiers inférieurs h loo. — Proprîélo 
dos racines de réqualion x«' — i :=o, dont le degré m est un nombre 
premier. 


Propriétés fies racines des congruences binômes de 
module premier. 

I. Les racines communes à daur congruences binômes 
lie module premier p, 

(inod. P), x" s I (iiiod. />^i, 
sont également racines de la congruence 

(niod. />), 


6 étant le plus grand commun dioiseur de m et n. 

.r* — I est, en cU'et, le plus grand commun diviseur 
de x"‘ — I eide x'‘ — i. Ce théorème est, par suite, une 
conséquence du corollaire démontré page 3oy. 

Il est évident que, réciproquement, chaque racine do 
la congruence .r** — i = i satisfait aux deux proposées. 

Corollaire. — Les racines d’une congruence binôme 
de module premier 

(niod. /d) 

appartenant, d'après le ihéorènu’ de Format, a la con- 
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sont aussi racines de la congruence 
j:® s I (niüd./>), 

Ô désignant le plus grand commun diviseur des nombres m 
et /> — I . 

Comme jr* — i est un diviseur de — i, cette der- 
nière a précisément 9 racines, ainsi que la proposée. 

Si m est premier avec /f — i, on a 9 = i, et alors la 
congruence x'" s= i n’a d’autre racine que l’unité. 

D’après ce qui précède , on peut born<“r l’étude des 
congruences binômes de la forme 

Æ™==i (tnod.y;), 

à celles dont le degré rn est un diviseur de p — i • 

II. Si a désigne une racine quelconque de la con~ 
gruenee de module premier 

.r"si (mod.y>} 

tlont le degré m est un diviseur de p — i , toute puissance 
de a ou son résidu minimum est également racine. 
l.a congruence 

«”=1 (mod./j) 

entraîne, <*u ellèt, 

«"•* == 1 , ou («*)“ = I , 

et si II désigne le résidu minimum de «*, par rapport » p, 
on a 

té^h, d’où 

et , par eonséquent , tous les termes de la série 
a . , a\.. . , 

ou leurs résidus tninima. sont racines de la meme con- 


Digitized by Google 



VINGT-Ql ATKIÈME LEÇOIV . I '3 

gi'ueiice. Or, à cause de a"‘ = i , on a aussi 

= g ^ ^ a',. . . . 

La série précédente contient donc au plus m termes ayant 
des résidus différents, et ces résidus se reproduisent pério- 
diquement de m en in. Si les m premiers termes 

n , (O, a^,. . n"”', a™ ou i 

sont différents (incongrus suivant le module />), leurs ré- 
sidus sont les m racines de la congruence proposée. 

Dans le cas contraire, si l’on a, par exemple, 

s a"' (tnod. p), 

a étant premier avec p, il vient, en divisant par 
a"~\ (mod./(), 

et, par conséquent , a est racine d’une congruence binôme 
i-'' = I (mod./.i} 
de degré n inférieur à m. 

Il résulte de là que si a est. une racine de la congruence 
x"'~i (mod./?), qui n appartienne à aucune congruence 
de degré moindre 0;"= i (mod. p), les m racines de la 
propoiée sont les résidus des m puissances de a 

U, n’, fl’,. . fl"'. 

Cela posé , nous appellerons racines primitives d’une 
congruence binôme 

x" = I (mod./j) 

dont le degré m divise p — 1, celles des racines de e«!tle 
congruence qui n’appartiennent à aucune congruence de 
même forme et de degré moindre. Chaque racine primi- 
tive jouit de la propriété de donner toutes les autres racines 
par ses diverses puissances. 

Hem.auqi e. — 'l’oute racine nt>n primitive, appartenant 
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à uni! coiif;rut‘nce tle luÊme Ibrmc et de degré nioiiidre. 
appartient aussi à une troisième congruence de iiièine 
(orme, et dont le degré divise celui delà proposée. 

De l’existence des racines primitives 

Considérons la congruence 

(') I (inod./)), 

et supposons d’abord que m ne contienne qu'un seul (ac- 
teur premier q, que l’on ait 

m = v“ ; 

toute racine non primitive de 

a 

/ N ?' 

(■>■1 X = I 

appartient à une congruence 

•r» = I 

dont le degré 6 est un diviseur de q’‘ et même de q^~'\ 
et, par conséquent, appartient aussi h 

(3) ./"'s... 

D’ailleurs les racines de (3) sont toutes racines de (a) -, 

leur nombre est q^~\ par conséquent, celui des racines 
primitives de la proposée est 

m, 7''( — ^)- 

Suppo.sons maintenant m qiuîlconque, et soit 
h; = (•/'“ r' . . ,.t' , 

< 7 , ■' désignant d(*s (aeteurs premiers inégaux. 
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Considérons les congruences 

(4) J SI (mod./i), X s?i (mod . x =i (iuod./>), 

et désignons par a une racine primitive de la première, 
par h une de la seconde, etc-, par c une de la dernière; 
jo dis que le résidu du produit 

nb , . .c 

est une racine primitive de la proposée 

ç r .. . 5 

(5) X = 1 (mod./^). 

Il est d’abord évident que ah .. . c, ou son résidu, est ra- 
cine, car ayant 

« SI, A î== I , . . , e’ e= 1 (iiiod. /<), 
on a aussi 

fl X 

[ah. . .c) ~ I (niod. p). 

Maintenant, si ce produit n’est pas une racine primrtive 
delà proposée, il sera racine d’une congruence 


•r^ == I (mod. />), 

dont le degré 0 sera un diviseur de m , et il y aura au 
moins l’un des facteurs premiers de m , (pii entrera dans 0 
moins de fois que dans in. Admettons que le facteur q soit 

dans ce cas, alors 6 divisera . .s', et, par suite. 

ah... c sera racine de la congruence 

V À 
r . . . J 

X ~i (mod./)); 

on aura do ni' 



U^l 

V' 
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|>uii><pie ('/■“ ‘ i‘sl le plus grand comiiiuii diviseur entre les 
di'grés des précédentes-, a n’esl donc pas, connue on l’a 

supposé, une racine primitive de.r' (inod /;). 

Il est ainsi démontré que, si n , A , . . . , c désignent des 
racdnes primitives, respectivement delà première, de la 
deuxième, etc., de la dernière des congruences (4), le pro- 
duit ah. . . c, ou son résidu, est une racine primitive de 
la congruence proposée (5). 

C'e ([ui précède démontre rexislcnce d'une racine pri- 
mitive pour toute congruence binôme de module pre- 
mier 

c” s I (lllOll. /j), 

mais on n’en peut pas immédiatcmetit conclure le nombre 
de ces racines. Toutefois, par des raisonnements sem- 
blables à ceux que nous avons employés dans la treizième 
leçon à l’occasion de l’équation binôme, on prouverait 
aisément que toutes les racines, tant primitives <|ue non 
primitives de la congruence (fi), sont représ<'iitées par la 
formule 

n h ... r , 
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,()ù Ton (loil pn^iuli'o pour/-/, louics les racines 

lespectiveinenl lie la jireinière des congruences (4), de la 
deuxième, etc., de la dernière; et que la même formule 
donne toutes les racines primitives, en prenant pour 
U , c les diverses racines primitives des congruences 

auxquelles elles appartiennent. Comme le nombre des 

racines primitives a est celui des racines h, 

racines — -j, on en 

conclurait que le nombre des racines primitives de la 
proposée est 

"(■-7) 

On sait que ce même nombre (•t'o//' la Théorie des nont' 
hres, ou le Mémoire déjà cité de M. Poin-sot) exprime 
combien il y a de nombres premiers et inférieurs à ///. 

Je ne crois pas nécessaire de développer ces raison- 
nements, que le lecteur trouvera aisément après avoir 
étudié la treizième leçon; mais j’indiquerai la démonstra- 
tion ingénieuse de M. Poinsot pour prouver qu’en ad- 
mettant l’existence d’une racine primitive de la con- 
gruence 

,r" ~ I (moi! . !>], 

il y en a précisément autant que de nombres inférieurs et 
premiers à m. 

Du nombre des racines primitives. 

Soit « une ra<;ine primitive de la congruence 
.r” s I (moil. />), 
et formuns la suite des m puissances 
(l'i a, «% n', a"'-', n". 
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dont ifs résidus sont les ui rae.ines de la proposétr. Si l’on 
considère un nombre quelconque e inférieur et premier 
à /«, et qu’après avoir rangé ces racines en cercle, on les 
considère en allant de ruuc à l’autre de e en e, comme 
l’intervalle c par lequel on saute , est premier à m , on sera 
obligé de passer par toutes les racines avant de revenir à la 
racine rt, d’où l’on est parti ; donc la suite 

n' {a‘Y (a'Y . . . («')" 

lionne, aux multiples près de toutes les racines de 
la proposée, donc a' est une racine primitive. 

Si le nombre e, que nous avons supposé premier avec 
avait avec lui un plus grand commun diviseur 0^ i, en , 
opérant, sur la suite (c), comme nous venons de le faire, 

on ne passerait jamais que par un nombi’c y de racines, 

et, par conséquent, a' ne serait pas une racine primitive. 

Il suit évidemment de là que la coligruence proposée a 
autant de racines primitives qu’il y a de nombres pre- 
miers et inférieurs à m. 

Recherche des racines primitives d'un nombre pretmdT. 

On nomme racines primitives d’un nombre premier p 
les racines primitives de la congruence binôme de degré 

p — i 

.rf“' = I (mod. />). 

Théohéme . — Soient .r, et Ç deux nombres compris 
entre o et p, et Q un diviseur de p — i ; si Von a 

X* = £ (inod. p), 

on a aussi 

p-' 

£ 9 s I (mnd. ]t) ; 
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ni, récipiwfiiement , si l’on a 


F-' 

(nuxl. /■>), 


la congruence 
a 0 racines. 

La prcinièif partie du théorème est évidente; car, si 
l’on a 


•r® =Ç (mocl.//), 


en élevant les deux membres à la puissanee 


•n IL 


I 


-J on a 


tu 

® (mod. p). 


et , à cause du théorème de Fermât , 

F-' 

Ç » = I . 

F-' 

Réciproquement, supposons que l’on ait | = i , ou 

F-' 

Ç » =A>Q; 

retranchant chaque membre de cette égalité de — i , 
il vient 

p — i 

^ 

xf-' — I — /JQ = xP-' — £ ® = (x’) — £ * . 

Or le second membre admet pour diviseur x* — ï; il en 
est donc de même du premier membre xp~' — i — /'Q, 
et, par conséquent , en vertu d’un théorème démontré 
dans la dernière leçon (page 3oj), la congruence 

— £ = O (mod. p) 

a 0 racines. Ce iju’il fallait démontrer. 
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Corollaihe. — S i p est un nombre premier, ei qu’en 
décomposant p — i en facteurs premiers , on ait 

— 2.P<r‘ .ï^ 

les racines non primitives de la congruence 
.rP~ ' — 1=0 (mot) . p) , 

lesquelles appartiennent nécessairement à l’une des con- 
gruences 

/»-' i>-< p~' 

X ‘‘ SI, .r» SI, X ' =1,..,, X ’ s=l, 

sont, en vertu du théorème précédent, des résidus de 
carrés (*), ou de puissances 17, ou de puissances /', etc. , 
ou de puissances .t; et, réciproquement, tout nombre ré- 
sidu d’un carré, ou d’une puissance <7, ou etc., est racine 
de l’une des congruences précédentes, et n’est pas racine 
primitive du nombre premier p. 

On voit aussi que, parmi les nombres 

1 , 3, I , 

il y en a la moitié qui sont des carrés ( résidus de carrés), 
la fj""" partie qui sont des puissances 17, la partie 
des puissances r, etc., la s"""' partie des puissances s; et, 
plus généralement, si l’on ne considère parmi ces nom- 
bres que ceux qui sont à la fois des puissances 2, 
la partie de ees derniers seront en môme temps des 
puissances s. En effet, les nombres qui sont à la fois des 
résidus de carrés de puissances 17, de puissances c, etc-, 


{• ) Les résidus de carres ou de cubes suivant le module p sont appelés 
résidus quadffitiques et ctihiques ; ils jouent un rfSle important dans la 
théorie des nombres. 
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E- i f-i 

r ' SI, ■>' 1 SI, ■i '' ~ t , , 


t‘l , par conséquent, sont racines ilc 


e-‘ 

r'î''-- =i (iiiud./i); 


leur nombre est donc - - ; pareilleineni, le nombre 

. 2 fjr. . . ‘ 

de ceux qui sont eu même temps des puissances .« est 

— —^5 il est donc la s""'' partie du premier. 

9.r/r....t ' ’■ 

Problème. — Trouver les racines primilivcs trim 

nombre premier. 

Le théorème que nous venons de démontrer fournit un 
moyen très-simple de trouver les racines primitives d’un 
nombre premier. 

Soient p un nombre premier; 2, ly, , jr les facteurs 
premiers inégaux de p — i, et écrivons les p — i nombres 

1 , 2 , 3 , 4 , • ■ * > 1 


si l’on enlève de cette suite tous les résidus de carrés, de 
imissances ly, de puissances r, etc., il ne restera plus que 
les racines primitives de p. ■ '* 

Au moyen des carrés, on exclut d’abord la moitié des 
tiombres, ainsi que nous l’avons établi plus haut; au 
moyen des puissances ly, on exclura la ly"”"' partie de ceux 
qui restent, et ainsi de suite. Cette méthode, pour trouver 
les racines primitives d’un nombre premier, fournit une 
démogslration nouvellè du théorème relatif au iKinibre 
de ces racines; ce nombre sera en effet , d’après ce qui 
précède, 


(/' 




I 


♦ i 
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j\ous allons montrcT, par deux exemples, eoiiuinmt il 
faut l'aire rapplieation du procédé qu’on vienl d’indiquer. 
Premier exemple. — Troiwer les racines prinïitiees 
lie i J. 

Nous écrivons d’abord les seize nombres 

(i) I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, lo, 11, 12, i3, i4, i5, i6, 

et comme i(î n’admet que le facteur premier 2, il sullit 
d’ôter de celte suite les nombres qui sont résidus qua- 
dratiques. Pour cela, nous élèverons ces nombres au 
carré; mais, comme on a généralement 

(17 — (mod. 17), 

les huit derniers carrés donneront les mêmes résidus que 
les huit premiers; il suffit donc d’élever au carré les huit 
premiers, on trouvera ainsi 

1,4, 9, 16, 25 , 3 b, 49, Ü 4 , 

qui ont pour résidus 

* * 4 > ï * b , 8 , 2 , 1 5 , I *3 

et en etl'açanl ces huit résidus de la suite (i), il restera les 
huit racines primitives de 17, savoir 

3, 5, 6, 7, 10 1 1, 12, i4- 

Second exemple. — Trouver les racines primitives 
fie ?>i. 

Ecrivons les trente nombres 


/ 1 , 2 , 3 , 4 , 

5, 

b, 7, 

8, 

9. 

10 , « 

(1) 1 II, 12, l3, l4. 

i5, 

16, 17, 

.8, 

>9» 

20, 

( 21, 22, 2.3, 24, 

25, 

2b, 27, 

28, 

29, 

3o ; 

cumnie le.s facteurs premiers 

de 3o son 

t 2^ 

3 et 

■5, il suf- 
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(ira (I enlever de la suite (i) les résidus quadratiques cu- 
biques et de cinquièmes puissances. 

Pour exclure les carrés, nous élèverons les quinze pre- 
miers nofnbres (i) au carré, ce qui donne 

t, 4 . 9) ^ 5 , 36 , 49, 64, 8i, loo, 

121, l 44 » >69, 196, 2 . 25 : 

ces carrés ont pour résidus 

(’•) ‘> 4. 9 » ' 6 , 25 , 5 , 18, 2, 19, 7, 28, 20, i 4 , 10, 8; 

ôtant ces quinze nombres (2) de la suite (1) , il restera les 
quinze que voici : 

( 3 ) 3 , 6, II, 12, i 3 , i 5 , 17, 21, 22, 23 , 24, 26, 27, 29, 3 o, 

dont il faut maintenant supprimer les cubes et les cin- 
quièmes puissances. Chaque nombre déjà supprimé (2) 
satisfait à la congruence 

s= I (nioii. 3 i) ; 

donc sa puissance troisième et sa puissance cinquième 
y satisfont aussi, et, par conséquent, font partie des 
nombres déjà supprimés. D’après cela, les nombres de la 
suite ( 3 ) qu’il reste à rejeter sont des résidus de puis- 
sances troisième et cinquième de ces mêmes nombres ( 3 ). 
Pour avoir les résidus des cubes de la suite ( 3 ), il suffit de 
multiplier les premières puissances par les résidus carrés 
que la suite {2) fait connaître, et qui sont 

9, 5 , 28, 20, 14, 8, 10, 7, 19, 2, i8, 25 , i6, 4 , i; 
on aura ainsi les résidus cubiques suivants : 

27, 3 o, 3 o 8 , 240, 182, 120, 170, 147, 4 'b, 

46, 43 ’- > 65 o, 432» 116, 3 o, 

21 . 
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(ionl les résidus minima som 

( a?! 29, 9.3, 27, 27, i5, 2.3, 

f i5, i5, 29, 3o, 29, 23, 3o. 

II n’ven a que cinq de dilférents , comme nous le savions 
d’avance, ce sont 

(5) i5, 23, 2.7, 2.9, 3o, 

et en olanl la^s nombres de la suite (.3), il ne restera plus 
que les dix suivanis ; 

(6^ 3, (À, II, 12, i3, 17, 21, 22, 24, 26, 

dont il n’y a plus à rejeter que ceux qui sont des cin- 
quièmes puissances. Cliacun des nombres déjà exclus satis- 
fait à rune des congriu’nces 

■r''=i (mod. 3i), x'“==i (niod. 3i); 

il en est donc de même de la cinquième puissance, qui , 
par conséquent, fait partie des nombres exclus :_un 
nombre de la suite (6) ne peut donc être la cinquième 
puissance que d’un nombre de la même suite. Pour avoir 
les résidus des cinquièmes puissances des nombres (6) , 
il sulfit de multiplier les résidus cubiques déjà formés par 
les résidus quadratiques correspondants, et de prendre les- 
résidus minima des produits. Les résidus cubiques sont 

27, 3o, 2.9, 23, 27, t.'), 23, i5, 29, 3o, 

les quadratiques 

9, 5, 2.8, -2.0, i4, 10, 7, 19, 18, 2.5; 
les produits sont 

r 

243, i5o, 812, 4fW’ 378, i5o, ifii, 2.85, 522, -jSo, 
et l’on trouve pour résidus des cinquièmes ])uissances 
26, 2.G, G, 2(), G, 2,G, g, g, 2.6, G. 
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Il n'y a ainsi, dans la suite (<i), <|ue deux cinquièmes 
puissances, comme nous le savions déjà, savoir 

6 , 7.6-, 

en supprimant ces deux nombres, il ne restera plus (jue 
les huit racines primitives de 3 i, savoir 

3, II, li, l3, l-j, 21 , 22 , 24 . 

La Table suivante renferme les racines primitives des 
nombres premiers iuréi ii.'urs à 100. 
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Propriétés des racines de Véqualion '- — 
e.st prcifiicr. 

, e 

Soit a une racine imaginaire de l’équation 

■( I ) x” = I 

de degré w premier; les in — i racines de ré(iuâlion 
(2) =ro 

X l . ; 

sont, comme on sait, 

Soit maintenant a une racine primitive <lii nombre pre- 
mier m , ou de la congruence 

» 

(inod.m); ' 

les Ht — I racines de cette congruence, savoir 

I , 2, 3 ,, . . , (m — 1}, 

peuvent être représentées par les diverses puissances de n, 

I, a, 

•aux multiples près de ;/i; et , par conséqucni , les ni — i 
racines de l’équation (2) sont 

- a, a"’, . . . , a"’"-’, 

en sorte que chacune d’elles s’obtient en élevant la pré- 
cédente a la puissance rt, et la même chose a lieu en- 
core à cause de a‘"~' - i (mod. wt), si l’on range en cer- 
cle ces Ht racines, et que l’on considère successivement 
chactinc d elles comme étant la première. D’après cela, 
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si ,r (It’signr 1 iitic (|iidcon(jU(Ml(>s l'acim’s de rc'(| liai ion (y), 
<>l que 1 on lasse . • 

x“ = 0{.v), 00(.ij =0\x), 00-{j:)= 0'(a.-),. . 

les m laeines de l’éqliation ( 2 ) seioni représentées par 

■r, 0(x-l, 0'(a;),..., 9"'-’(x), 

et l’on aura 

= a:. 

C’est sur eette propriété rpie repose la niélliode de M . ( Vauss 
pour la résolution de l'équation (a), dont nous nous oe- 
euperolis‘'dans une prochaine leçon.' 



Digitized By Google 



V l^r;^ -CINQV IF.MÏ- l.V.v.O^ . 




VINGT-CINQUIÈME LEÇON. 

. 'Tfi t'omnes sur les nombres. 


I.es principes exposés dans les deux leçons préeédenles 
suffisent pour établir un grand nombre de lliéorémes cu- 
rieux et utiles. Je me propose ici de démontrer quebpies- 
tins de ces théorèmes^ et je renverrai , pour plus de détail.s,, 
à la Thc'orie des IS ombres de l.egendre, et atix Recherches 
arithmétiques de M; Gauss. ■ 

’l HÉOnÈME 1. . 

Ia’ iirndiiil de deux nombres de la J ornte -t- nh- est 

aussi de la utême forme . 

On a , en e(rei,*identiq.uemenl . 

(«- (c’ «r/.’. —, [tu- dlZ rd>ri)'‘ -f- ii(tifl :::p ht . . 

GonoLLAiRE. — Le produit de tant de nombres qii on 
voudra de la forme a*~huh^, est aussi de la mèmè 
(orme et , en particulier, le produit de plusieurs 
tiombres formes chacun par 1 addition île deux carrés 
ejil liii-tnéme la somme de deux carrt’s. , . 

TnÉoRr.ME II. 

Le produit de deuj:. sommes île quatre Carrés est aussi 
une somme de quatre carrés. 

•.Soient «, O, a', Ô', y. d, y', oGb's nombres (|uelconques : 
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on a iclniii(nn'inent 



i.Ki;oN . 


(*) 


ioL^i — 6a') (7^' — (î'/') 

= («7 -t- a' 7') (63 e'rî'l — fa 5 + a' 3 ') (67 + 6'7') [* ]. 


(k'ia posé, faisons 


a — a -t- b — 1 , 

6 = r 4- <■/ ^ — I , 

i! ~ — Ss — ^ — ' ) 1 

6' = rt — 6 V — I , 


7 = ^ + 7 I , 

3 = r 4- * V — ■ ) 


7'= — (r— jry'— 1), 

3 ' =p — <t v'— ' ; 


i'équalion (1) devionl 


{n‘ 4- A’ 4- 4- !■/’) (/-<’ 4- 7 ’ 4- /■' + ■<•) - 

= {/j« — fjh rr — sdy 4- {^jn 4 - ph — sc — rdf 
4- [ra — .sh — pr 4- 7 c/)’ 4-, {sn + rb 4- </<■ 4- pf^Y- 

Ce rpi'il fallait démontrer. 

Ce l)eau théorème d’algèbre est dû à Euler. Lademons- 
iration précédente m’a été communiquée par M. Hermite. 
Il est bon de remarquer que l’équation (2) peut être écrite 
de plusieurs manières différentes, car pn a le droit de 
<hanger les signes des quantités a, b, c, d. />, <7, r, s- à 
volonté. 

Corollaire. — Le produit de tant de sommes de quatre 
<arrés que l’on voudra est aussi une somme de quati'e 
carrés. 

Théorè.me III. 

T oui nombre qui divise la somme de deux carrés premiers 
entre eux est lui-même la somme de deux carrés. 

On a de cette proposition un grand nombre de démons- 



(") <iCUc i»quiilion esl'comi»risc , rommi* eus purlicuHcr, duns um Ihco- 
Wnno'phis sur les tirtet mmanis. 


r 



Digitized by Google 


I 


• VlNtiT-CINQUliiMK LEÇOIV . ' 33 1 

traiions. J’en ai publié récemment ane nouvelle à laquelle 
j’ai été conduit par quelques recherches sur la théorie 
des nombres ('•') ; mais la plus simple que je cbnnaisse est 
due à M. Hermile : c’est celle que je vais présenter ici. 

Si un nombre divise une somme de deux .carrés pre- 
miers entre eux, on peut toujours supposer que l’un de 
ces rarrés soit l’unité. Supposons, en eflfet, que p divise 

il divisera aussi, quels que soient les entiers x. et j. le 
produit 

-t- èî) {a:’ -t- /’) ou Jrta: è/P -+- («/ — ix)’. . 

Or n et b étants premiers entre eux, on peut choisir x 
ot y, de manière que l’on ait 

a y — bx — \ , 

et alors p divisera 

{ax -y- b y)' -H I , ' • _ . 

c'est-à-dire une somme de deux carrés dont l’un est égal à 
l’unité. 

11 est bon de remarquer qu’à la place de ax -+- hy\ on 
peut prendre son résidu minimum q, par rapport à /», 
et< -I- 1 sera divisible par p^ q étant compris entre o 


Je dis maintenant que si p divise <7' 1 , p est la somme 

de deux carrés. Réduisons, en ed'et, - en (raction comi- 

P 

nue, et poussons l’opération jusqu’à ce (lu’on obtienne 
doux réduites consécutives 


(*) Jounial de MnthvnMtiqurs put es rt *fpfdtquvcs , lomc VIM.* 
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telles, que I on ait ;; v'/», mais n' ]> v/». Cela est Uni- . 

jours possible , ear la première de toutes les réduites a i 
pour dénominateur, et la dernière /> lui-iiième. 

La dilVérence entre - et — est moindre, comme on sait, 

P „ 

nue on a doue 


- - ) < ("7 — < 

\p . Il I - rr n ‘ 


p- 


mais, yias bypoilièse, n'* est ^ ; donc 
— "‘P'Ÿ <ip- 

'\joiiianl <‘eilc iin'galité, membre à membre, avec 

«></,, 

il vient ' ■ 

[ruj — mpY -t- 2/1. 

<b' le premii'r membre de celte inégalité, * 


tp (f/‘ -4- I I — y.iimijp -^- nP p'', . 

est divisible par />, puiscjuc + i l’est par hypothèse, il 
est donc nécessairement égal à et l’on a • ‘ 

p — Un/ — nipY -t- 

dVn'i il suit «pie j) est clVectivemcnt la 'somme de deux 
carrés. 

rnÉoiiÈMK IV. 

roui iioinbré qui dipise la .soniiue d’un cnvi'c. d du double 
d’un carré est lui-nidnie la 'somme d'un carré et du 
double d’yn carré. 

Ce iliéorème se démonti e de la même manière que le - 
préeédept. ' , ■ _ 
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Jo dis il’abord nue, si /> divise u®-+- a /<*, on ju'ut sup- 
poseï- h — i. Fil eOel , p, divisant -f- 2 divisera aussi 

(«’ + 2 /y’) -H 2 jy") ou {ax -4- a /y/)> + 2 (o r — /«a;)',- 

quels que soient ,r et j . Or a et /i étant supposés pre- 
miers entre eux, on peut faire 

(ty — = 1 , 

et., en appelant q le résidu minimum de «j- -f- ihy par 
rapport à p, on voit que <7* -I- 2 est divisible par />. 

Cela posé, réduisons ^ en fracliQii continue, et soient , 

comme dans le précédent théorème, 


m 

ti 


m 

V 


deux réduites. eonséeulives telles, que,n<( \Jp^ et n''^\p, 
on a, comme plus haut, les deux inégalités 

[nq — mpf < P, 

o’<p; 

ajoutant la première de ces inégalités avec le double de 
'la seconde, il vient 

. [nq — mpY -f- 2 0= 3 /y. 

Mais le premier membre est divisible par />, puisque 
<7* -f- 2 l’est, il est donc égal à /» ou à 2 />. Dans le pre- 
mier cas, P est la somme d’un carré et du double d'un 
carré. Supposons que l’on ait 

f.p — [nq — mp\' ■+- 7.n-, 

celte égalité exige ipie 'nq — mp soit pair, et , en divisant 
par 2 , on a 

inq — n,py 




-) ■ 
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Donc, dans tous les cas, ji a la forme a* -|- 2/)*. Ce qu’il 
fallait démontrer. 

Théokèmf, \ . 


Tout nombre qui divise la différence entre un carré et le 
double d'un carré est lui-même la différence entre un 
• carré et le double d'un carré. 

Supposons que p divise; 

db («’ — 2 b'), 

il divisera aussi , quels que soient x et 


(«’ — 2 — *7’’) ou [ax-\-lbyY — — b.xy. 

On peut déterminer les entiers x et r de manière qu’on 
ait 

ay — bx=zi, 

* 

et, en désignant par q le résidu de ax by, on voit 
que P divise 

7’ — 


Cela posé, réduisons 
gnons par 


7 c 

- en li-aetton 
P 

ni m' 


continue, t‘t dési- 


deux réduites eonsécutives telles, que nc^^p, mais 
> \/p, on aura, comme précédemment, 

("7 — "'pY<Pi 
•}. rê P \ 

d’où il suit que la différence , 

2 n' — (tiq — mpy 

est inférieure à 2/>, t;t, comme elle est divisible par et 
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qui' il’ailliHii’s elle est positive, on a 

P ■= '}.n‘ — {nij — /»/))-'. 

Ce qu’il fallait démontrer. 

JNous avons admis comme évident que 7.n^—{îiq — »q>)' 
est positif; car, si le contraire avait lieu, on aurait 

[nq — mpY — in' <^p, 

ce qui est impossible, puisque le premier membre est; 
par hypothèse, divisible par p, et qu’il ne peut évidem- 
ment pas être nul. • . • ■ 

Théorème VI. ■ ■ 

Tout nombre qui diuise la somme de quatre carrés pre- 
miers entre eux est lui-même la somme de quatre' 
carrés. 

Supposons que P divise 

A’-t- B’-+- C’ -I- D% ■ 

et soient a, b, c, d les résidus minima, compris entre o 

et ^ , de A , B, C , I), qu’on peut prendre avec le signe -f- 

ou — ; P divisera ' , 

n’ -f- fi’ -{- c* fl‘. 

Posons 

{ I ) </ ’ -4- 6 ’ -h <” -I- = pp-, 

a, c, c/ étant moindres que on aura pp'<C 4 ’Cii ^ 

p' <iP- ' 

Si l’on avait p' = i, p serait la somme de quatre carrés, 
e.t le théorème serait démontré; supposons donc p'^i, 
(iomme p' divise a’ />* -I- c* d*, il diviséra aussi 

(rt — ap')' -H (fi — fc — qp'.y -t- [tl — _âp' r. 
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i!i bi Ion (Ic'lcnuliic at, c% y, ù île manière <|ui‘ vliaciiii 

V' 


<lc cf;s cam-.s soil inoindrr (juo on pouiTa écrire 
(?.) (rt — (6 — gp')'-f- <■ — + — '>P'Y = P' u" , 


avec’ 

P"<.P'- 

.Mullipliant ensemble les équations (i) et (2), et se servant 
(le l’équation (2) du théorème II, il vient 

(«5 — h'j c6 — da)' p'* Y H- — ca — />’’ 

-V («g — è’a — -4- dyY p'- 

-+■ [n^ -f- (d -t- c’ -p </’ — \tioL h fi -t- cji ■+■ dSj />'p = PP ’ p" ! 

divisant j>ar p'I, et ayant égard ?» l’équation (1), on a 

ffliî — !>'/ -f- cg — c/ai’ + /'y-t- bS — ra dg)' 

H-: (06 — èa — ciÎ + (/y)’ + (p — c' * — èg — cy — d S'Y ~ PP" ■< 

ou, pour abréger, 

(3) _ a'^ b'^ c"‘ d'^ = pp" . 

Cc'ttc ('“([ualion (3) a la même forme que (1), soulennnit 
p'' est <C.p' • Si l’on a ])" =■ i , l'équatidn (3) montre; (|ue p 
est la somme de (jiiatre carrés, et le théorème est dé- 
montré. Sinon , en opérant sur l’équation (3) comme 
nous avons fait sur l’étjuation (1), on obtiendra tine nou- 
velle équation di; la forme 

^ (,-r. ^ ,p', _ 

on 

. p'" sera < p" ; 

<;t l’on j)eut continuer de cette manière |US(|u'à ce qu’on 
obtienne une é(|uation dé la forme 

„(■>)’ -p /jl»o -p ri"P -f- rA"'.’ ~ p, , 

ce ipii arrivera néeessaireiiunit , puisque les nombres. 

p', p", p'" -.-- 
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sont des oiuiers qui vont en déeroissanl; d’où- il suit enlin 
t[ne le nombre /> est la somme de quatre earrés. 

Théorf.mk VII. 

Toiil iioinlire i>remier 4 d" * e.'7 /« soiniiif i/e 
■ lieux cnrrês. 

Première ilémonstriifion. — Soit p un nombre pre- 
mier 4 " -H ' ' la congruence 

Czi' 

j: ’ -H I O {mod. p) 

a ^ ^ — racim^s; désignons par <f l’une d’elles, on a 
cp" -t- I — O (inod./>), 

d’où il suit que p divise la somme de deux earrés, et est , 
par suite, la somme de deux earrés. 

Seconrle ilémoiistration. — On peut aussi déduire ce 
théorème de celui de Wilson. En eO’et, par le théorème 
de Wilson , p divise la somme 

1 1 a .-3 . . . 2 «) f(* " -I- ' • -4 ' j 

mais les nombres 

2 « -t- I , 2 « 4- 2 , . . . , 4 " 
sont respectivement congrus à 

— 2«, — (2« — r), . . . , — I 

suivant le module p; doue le produit des premiers eît 
congru au produit des seconds. D’ailleurs le nombre des 
facteurs étant pair, .on peut changer leurs signes , et l’on a 

( 1 . 2 . 3 . . . 2 «)* -1- I == O (mod . p) ; 

p divise ainsi la somme de deux carrés, et, par consé- 
quent , est lui-même la somme de deuU earrés. 

22 
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Hkm\iu,h.K. — Un nombre lie la forine -H 3 ne peut 
êlro la somme de deux carrés. Eu efTet, loul carré pair a 
la forme f't- lout carré impair la forme -t- i ; pai-, 
conséqueiU, la somme de deux carrés a toujours l’une des 
deux formes 4 « et 4 « -E < • 

Conoi.LAinE. — Si un nombre composé ne contient que 
le facteur premier 2 et des facteurs premiers de la forme 
4w -t- I, il est nécessairement la somme de deux carrés; 
et léciproquement , si un nombre composé est la somme 
de deux carrés, il ne contient que des facteurs premiers 
égaux à 2 ou de la forme -f-i . 

Théorème \11I. 

I n nombre, premier ^n i n’e.tt ht somme île deux 
carrés que d’une seule manière. 

Nous allons faire voir que si un nombre impair p est 
décomposablc de deux manières différc'iites en deux car- 
rés, P ne peut être un nombre premier. Supposons , en 
efTet , (pie l’on ait 

/) — a'‘ ■+- /i’ = r’ -t- d‘, 

a et b étant différents de c et d ; p étant impair, des deux 
nombres a et A, ou e et ^/, l'un est pair et l’antre im- 
pair. Nous supposerons n et c pairs, b et d impairs. Cada 
posé , on a 

rt’ — r’ ■= d' — Id, 
ou 

^ a + r d — /> " , 

d I) a — r 

A 

Désignons par — la valeur de la fraction irréductible étpti- 


valente à cbacune des précédentes, on aui a 



ff — f- t’ — 2 p A ) 

d -+-/)= 2 & B , 


d — % — 2 X A , 

n — <■ = 2 X B , 
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0 et ). étant des nombres entiers; par suite, on aura 

rt = P A -t- >• H , r =; P A — * B , 

/> =: P B — > A , rf P B -t- '/ A , 

et, par conséquent , 

f, — (pA -I- ÀB)' 4- (pB — ^Â)S 
ou 

= (p> 4- V) (A» -I- B‘). 

« 

P n’-est donc pas un nombre premier, puisqu’il admet les 
deux diviseurs p* 4- A* et donc un nombre 

premier ne peut être la somme de deux carrés que d’une 
seule manière. 

Remarque. — Lin nombre composé peut être la somme 
de deux carrés de plusieurs manières. 

Soit, par exemple, le nombre p produit de deux nom- 
bres premiers ^ à n’4-/>’, l’autre à 

c* 4- on aura 

P = {a- 4- è’) (c' 4- rf‘) = (rtc 4- èrf)- 4- (ad — bn’ 

= [ad 4- hef 4- [oc — bdf, 

et notre nombre p se trouve ainsi décomposé en deux 
carrés de deux manières qui seront , en général , diffé- 
rentes. Ainsi 

65 = 64 4- I = 49 + 'b- 
'I’héorème IX. 

Tout nombre premier de l'une des formes 8« 4- i et 
8 ;i 4- 8, est la somme d'un carré et du double d'un 
carré,, 

i“. Soit p un nombre premier 8 /( 4- i . La congruence 
/■ ’ J- I — O (mod./j) 

2 ?.. 
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a - ou 4 " lai'iiios, ])uisijiu‘ sou proiiiici' mciiibi'c di- 
\isi‘ r''”' — I , <“t en désignaiil par c/ rime de ecs racines, 


on a 
ou 


7'" 4 - I s O (inod. />), 

(7^" — 1)’ -t- ?7’"== O ,mod./^). 


Ou voit donc que p divise la somme d’un carré ei du 
tloulde d’un carré, donc (théorème IN ) est lui-même 
de la former/* -I- 2 //*. 

9 ." Soit P un nombre premier 8 // - 1 - 8 , p divisera 


( 2 ln+l — l'j (a'o+i -t- , 

d’après le théorème de Fermât. Or le premier facteur 
9.2*" — I est la différence entre un carré et le double 
d'un autre; donc s’il était divisible par />, p aurait la 
forme ( théorème V ) 

± (//’ — 2 è ’) ; 

mais celte forme ne peut appartenir h aucun nombre 
Su -(- 8, les carrés ayant la forme /\ n o\\ /\ n \ : d’où il 
suit que p ne peut diviser 9 *"+' — i ; il diiiscra donc l’autre 
facteur 

■,». . 9 ‘ “ - 1 - I 


qui est la somme d’un carré cl du double d’un carré, et, 
par conséquent , p aura aussi la forme 

« • 4- 2 h ' . ' 

RemahqceJ. — En combihanice théorème avec le théo- 
rème VU , on voit que tout nombre premier de la forme 
8 «4- I a eu même temps les deux formes (■/’ 4 - /»* et 
//* 4 - 2 ft*. ^ 

REMAntjt'tî II- — Aucun nombre 8// 4 - 5 ou 8/14-7 
ne peut être de la forme «* ■+■ 2 .//*. 
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TllÉOnÈME X. 

(^iicl <}uc soit le nomhrc premier p, on peut toujours 

y 

trouvor (leux entiers t et u compris entre o et ^~iet tels, 


tr -f- I, 

soit (lioisihle par p. 

Ce théorème se trouve démontré par ce (jiii précède, 
si p —^n-i-i-, car, dans ce cas, il divise un nombre fj'-h i , 
qu’on déduit de la forme précédente, en faisant t — o, 
u=q. 

lien est de même si /) = 8// -(- 3 ; mais nous allons dé- 
montrer généralement le théorème pour tout nomhn; pre- . 
niier p = /\n -|- 3. 

On a vu , dans la vingt-(juatrième leçon, que, parmi les 
racines 

1 , 9 . , 3 , • ■ . , p — K 

de la congruence 

il) .rP-' — x (1110(1. p), 

■ 1 P — ' 

Il y en a — —qui appartiennent a 


.(• ’ s I (iiiüd . p]. 


P — I 
et ' a 


X ’ ~ — 1 piioil. p). 

Les racines de la congruence ( 2 ) sont résidus quadrati<|ues 
par rapport àp; au contraire, cejlesde la eongriieme (3) 
sont non résidus quadratiijues. 

Cela posé, comme le premier lermc de la suite 

I, 2 , . 3 ,. . p — 1 
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fsl résidu tpindi aticjiU' , el qu’il y a aillant de résidus que 
de MOU résidus quadratiques, il y a iiéeessairement dans 
retlc suite un résidu a suivi d’un non lésidii u-{- i. Posons 
d’abord , . 

(4) a~t- (iii.id./d; 

ensuite a \ , étant non résidu ijuadratique, satisfait à la 
eongruenee (.5). et, eomine — - — est impair, puisque 
/;> = 4 -t- d, on a 

, — « — i) ’ I (inud, i>)\ 

d’où il suit que — a — i est résidu qiiadrati(|ue : ou peut 
donc poser 

(5) — « — I == «’ (uiüd.p). 

Ajoutant les congruences (4) et (5), il vient 

1=0 ùiiod. />). 

(le qu’il fallait démontrer. 

I'héorkme XI . 

Tout nombre premier est la somme de quatre ou d un 
moindre nombre de carrés. 

Car tout nombre premiei- divise une somme de trois 
carrés /* + «*-+-!, laquelle est comprise dans la forme 
plus générale rt* -f- è* -4- c* 4 - d*. On peut donc dire que 
tout nombre premier divise une somme de quatre carrés, 
et, par suite, en vertu du tliéorcme \ I, tout nombre pre- 
mier est la somme de quatre carrés, ou d'un moindre 
nombre ; car quelques-uns d<; ces carrés peuvent être 
nids. 
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rHÉOUKME XII. 

Tout uonihre entier est la somme de {juatre ou d'un 
moindre nombre de carrés. 

En elliei, ions les facteurs premiers impairs d’un 
nombre entier sont de la forme 

c/’ -+■ l>‘ + c’ -I- il'-, 

»» 

il en est de même du facteur premier 2 . Par coiiséipieni , 
en vertu du théorème 11, le produit de tous ces facteurs 
premiers, c’est-à-dire le nombre proposé, a aussi la forme 

«' -h h' -t- c’-+- 
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VIIVGT-SIXIÈMK LECOIN. 

‘ Oi*s tM|ualiotii> ineducUblvb dont deu\ rMÜiies sont lellomeut Uees entre 
♦dios, «|ue l'une piiUüe s’exprimer ratioimidlement par l’autre. Sin- la 
retiolution <le équations. 


iNüu> iivoiis démontré, dans la vingt-deuxième leçon, 
l’impossibilité de résoudre algébritjuciiient les équations 
générales de degré supérieur au quatrième. Mais une 
équation de degré quelconque, dont les coclîicients ont des 
valeurs pat ticulières déterminées, peut , dans eerlains cas, 
être résolue algébriquement Ainsi, les équations aux- 
quelles conduit le problème de la division du cercle en un 
nombre premier de parties égales sont toujours résolubles 
]>ar radicaux, comme .M. Gauss l’a établi dans ses re- 
cherches arithmétiques. Ces équations ont cette propriété, 
(jue chaque racine peut s’exprimer rationnellement par 
rune quelconque des autres (x>0)^<?z treizième leçon). Abel, 
en partant de celte remarque, a l’ail voir que, si deux ra- 
isinés d’uiie équation irréductible sont tellement liées 
entre elles, que l’une puisse s’exprimei- raiioiiiiellement 


(*) Gallotü a donné la condition nécessaire et suUisaiite pour qu’une 
eijuation irréductible de de(i;ré premier soit résoluble par radicaux. 

Journal da Mathvmaiiqucs pures et appliquées, tome X). Mon ami 
!M. Liouville m’a annonce rintention où U éUût de publier un jour des 
développements relatifs à ce remarquable travail. Ce n'est que par ces 
devcloppomeuts, dont M. Idouvillc a bien voulu me communiquer une 
partie , que je suis p-arNcmi à compreiidro certains*points du Mémoire de 
<’>allüiS) dont la lecture ne peut être abordée que par les gcomèlros qui so 
sont occupés d'une manière toute spéciale de la théorie des équations. On 
voit par quelle réserve je suis empêche <le prc>entcr ici la découverte cle 
r.allnis 
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pal' rauii't', 011 peut toujours rameufr la résolution (!<• 
l’équation à celle d’équatious de^tlcgrés moindres. U y a 
même des cas où réqualion est résoluble algébriquement; 
cela arrive en particulier si son degré est un nombre pre- 
mier. 

Nous allons exposer ici ces recherches d’Abel, et nous 
ferons ensuite l’application de sa méthode aux équations 
de la division du cercle en un nombre premier de partie? 
égales. 


Des équations irrér/uctibles dont deux racines sont tel- 
lement liées entre elles, que l'une puisse s'exprimer 
rationnellement par l’autre. 


Lemme. — Si J {x) = O est une équation irréductible, 
F (x) une fonction rationnelle, et que l’équation F(x) = o 
admette une racine .r, de f [x) — o, elle admettra aussi 
toutes les autres. 

Soit, en efl’et, * 

y W 


F (.r i 


(j> et ^ désignant des fonctions entières; la racine Xj sera , 
par hypothèse, commune aux équations 


/.c)~o, (pfx) = o; 


et cela exige que le jtolynôme ç(x) soit divisible par / (.r), 
car autrement il y aurait un diviseur commun à ces po- 
lynômes, et l’équation /'(.x) = o ne serait pas irrétliic- 
lible. Soit donc 


on aura 


w(,t; =/( j :} ra (x), 
,, ra(x) 


et, par consé(|ueiit , I étpiation F'(x) = o admellra toutes 
les racines de / (x) o. 
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Soit maintenant 

(l) /(X)3=0 

une équation irréductible de degré fA, et ^upposuiih (juc 
deux racines x' et x, soient liées entre elles par l’é(|ua- 
tion 



I5ii 6:r désigne une l'onction rationnelle de x et de quan- 
tités connues, x' étant racine de l’équation (i), on aura 

/(Ox.) = O ; 

d’où il suit (|ue x, sera racine de l’équation 

(?•,' /(6-*') = ", 

et. par conscxpient, cette équation (a) admettra toutes les 
racines de l’équation (i), car ixdle-ei est irréductible, et 
l{0x) est une Ibnction rationiudle. Kn d’autres tenues, 
si X désigne uiu; racine qu(‘l^^ique de l’équatipu (i), Ox 
sera aussi racine de cette équation, .Mais Ox, est racine de 
l’équation (i) ; donc ôOx, le sera aussi , ainsi (jue OOÔx,, et 
généralenieut , en ré|x'-tant sur .r, un nombre quelcompie 
de fois l’opération désignée par 0, on obtiendra lou|ours 
une racine de l'équation (i). 

Soit, pour abréger, 

OOjc, = 0 , 1 .,, 00‘.c, = û.r,, OO'x,, — 0'.r,,. . 

tous les termes de la séri(? 

(3i X, , Ox, , O'x, , O'x, , . . . 

seront des racines de l’équation (i). Mais la série (d) ren- 
ferme une inlinité de termes, tandis que l’équation (i) 
n a que fr racines; il faut dom; que quelques-unes des 
<|uantités (d) se trouveiil répétées un nombre infini de 
fois. 
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Supposons, par exemple, que l’on ait 


.^47 


6"-*-" j:, = 6'“,c, , 


l’équalioii 


— O, 

— X = O 


a la raeiiie eoiumune avec l’équation (i); elle ad- 

mettra doue toutes les raeines de rétjualion (i) , et l’on 
aura 


ou 

On lire de là 


h"x, — X| = O , 
4“ X, = X, . 
9"+*x, = 9*x, ; 


d’où il suit qu’à partir du n""*' les termes de la série (3) 
St reproduiront dans le même ordre, et que eette série ne 
eontiendra que ces n quantités distinctes 

(4 ) -‘•‘i > ®-^i ) ■ 1 9''~'X| . 


(ies n quantités seront,, en eflct, distinctes, si n- est le 
nombre de fois qu’il faut répéter sur x.', l’opération dési- 
gnée par 0 pour reproduire x, . 

Si l’on a U = // , la série (4) contient toutes les racines 
de l’équation (i); ce cas est celui de l’équation 

— , 

X — I ’ 

où n -+- 1 est un nombre j)reinier, ainsi (jue nous l’avons 
établi dans la vingl-cjuatrièmc leçon. 

Supjxtsons et soit .Cj une racims de l’équation (i) 

qui ne fasse pas partie de la série(4)* <>n fera voir, comme 
précédemment, que loules les quantités 


’5) .r, , 9x, , ,0’x, , . . . . . 

sont égalemc-nt tacincs de ré<|iialion (i). fb je dis que. 
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dans la scrkî (5), les n proniiers Ifiiiii’s 

(IV, ' .r,, Ox,, 0"-'.r, ' 

sont les seuls qui peuvent être dill'érents. Kii ellel, rixpia- 
tion 

0".r — X = O 

adtnei la racine Xi de l’équation (i)-, donc elle admettra 
toutes les autres , et l’on aura 


9 " Xj — X; , 

d’où 

0"-*-*x, = 0*x,. 

Par conséquent, les termes de la série (5) se reproduiront 
dans le même ordre, à partir du n**'"', et les seuls de ces 
termes qui peuvent être distincts sont renfermés dans la 
série (6’). . 

Je dis maintenant que les termes de la série (6) sont 
elléctivement dilférents entre eux, et distincts des ejuan^ 

iités(4). 

L’égalité 

9*x, = O'x, , 

ou k et i sont inférieurs à n, est elfectiveiuent iuqmssihie; 
«■ar, d’après le lemme établi au commencement de cette 
leçon, elle entraînerait 

9‘x, = 6'x, , 

et! (|ui n'a pas lieu, puisque les quantités (4) sont dillé- 
rentes. 

I .'égalité 

9*x, = 0'x, 


est de même impossible. Si , en eflet , elle avait lieu , il en 
résulterait 

0" *9'.r, = 9" 
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et , par conséquoiii , ,rj ferait partie de la série (4), ce cpii 
est contre l’hvpollièse. 

Le nombre de racines de l’équation (i) renfermées dans 
les séries (4) et (6) est an, on a donc nécessairement 
U = a ;t ou P a n . 

Supposons [j.'^ 2.H, et désignons par une racine de 
l’équation (i) qui ne fasse pas partie des groupes (4) 
et (6)5 en raisonnant comme précédemment, on formera 
un troisième groupe de n racines 

X,, OXi, Ù^Xi, . . 9'— 'xj, 

toutes distinctes et différentes des quantités (3) et (6) ; 
d’où il suit nécessairement que l’on a u = 3n ou 

En continuant ainsi, on verra que les p racines de l’é- 
quation (i) peuvent être partagées en un certain nom- 
bre ni de groupes composés chacun de n termes , en soi'te 
que 

. P = mn. 

I.es racines de l’équation (1} seront alors 


/ X, , 

dx , , O^x, , . 

6"-'x, , 

i X,, 

Sx,, O’x,, . 

9"-x„ 


Sx, , S’x,j . 

9»-‘x,, 



f 

0x„, S’x„, . 

. , 9"-'x„. 


Considérons l’équation de degré n ayant pour racines 
les racines de l’un d<? ces groupes, du premier, par exem- 
ple, et soit 

{x — X,) {x — 9.r,) (,r — 0’ x ,) . . . (x — 9"~' .r,) = o , 

^ ou 

8) ,r" -t- A ; .r"-' + a; .r—» + , . -f- A'„_, x A,', =r o . 
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cetlc (‘qualioii. Los cociricicnls 


^ I ) ï • ■ • 5 ^11 

sont di'S fonctions raiioiinellcs et Symétrique^ tics quan- 
tités 

■r, , 0 ,r, , 0 ^^■, , . . 

et ne (lépeiidcnt . comme on va voir, que d'une seule 
équation du degré ni. 

Soit, en t'iVet, y, une fonction rationnelle et symé- 
trique quelconque des quantités 

■9; J-,, (jjr,, O’x, ô-'—.r, ; 

9.r,, 0’.r,, etc., étant des fonctions rationnelles de 3 ’,, 
V, le sera aussi , et nous poserons 

_> , — f(*ri) , 

F désignant une fonction rationnelle. F.n outre, à cause 
de 6" Xi — Xi, les quantités (p) ne feront que se changer 
les unes dans les autres si l'on remplace .r, par Ox,, 
ô’.r, ,..., 6"~'.r,, et comme y, est une fonction symé- 
trique de ces quantités, sa valeur sera invariable par ces 
changements; on aura donc 

y, z= F (j-,) = F (S.r,) = F (O’.r,;, = . . . = F (8"-' ,r,). 

Désignons par 

les valeurs que prend y, quand on y remplace .r, succes- 
sivement par 

J 1 1 ■ • ■ ? 7 

on aura 

y, = ¥{Xi) = F;8x,) = F(0’.r,) = . . . = F(8”-'.r,) , . 


y„ — F(.r„,) = F (0.r„) =: F.{0' = . . . = F(8"-'x„). 
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boit maiiitonant 

(r — /.) (.)• — •••(>• — r-») = O . 

ou 

( I o) y” 4- y"~' 4- 1>2 4"“’ + • ■ ■ + Pn-^y + Pm. = O 

l’équation qui a pour racines y,, j,„ ; je dis que les 

coeHîcients />i, etc., de cette équation peiivetU être 
exprimés rationnellement par les coefficients de l’équa- 
tion proposée(i). On a, en effet, quel que soit l’entier X, 

f 

ri = ^ 1 [Ftx,)f 4- [F(6x,)]' -4 ... 4- [ F (O- .r,)]' i , 

ri = ' i [ F (^.)r + [F(6^-)r [F (6»- .r.)f j , 


ri. = ! f F (.v„)f 4- [ F (9.r„)]^ + . . . 4- [ F ( 6 "-' x„,)]' ! ’ 

et , en ajoutant , 

le signe ^ du second membre s’étendant à toutes les ra- 
cines de l’équation proposée, ce second membre est donc 
une fonction symétrique et rationnelle de toutes ces ra- 
cines; d’où il résulte que les sommes de puissances sem- 
blables des racines de l’équation (lo) peuvent être expri- 
mées rationnellement par les eoeffieients de l’équation 
proposée. On pourra donc aussi exprimer de la même 
manière les eoeffîcienls />,, pj, etc., comme nous l’avions 
annoneé. 

La fonction rationnelle et symétrique y, des quanti- 
tés ( 9 ), qui peut fl’ailleurs être choisie à volonté, <lépend 
<lonc dircctenieni d’une (‘quation de degré in. D'ailleuts 
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.M î ) 1 I > • ■ • ? -^n 

sont des fonctions senil)lablcs ; car clics peuvent toutes 
être considérées comme des fonctions rationnelles de la 
seule racine .r,. On pourra donc exprimer 

A',, a;,..., a,', 

en fonction rationnelle de y, . 

Nous sommes ainsi conduits à rime des applications 
les plus importantes de la théorie des fonctions seni- 
hlahles, que nous avons dévelopjiée dans une précéilenle 
leçon; mais, comme cette théorie est sujette à quelques 
cas d’exception, il ne sera pas inutile d'entrer, avec 
Abel , dans le détail du calcul des coefficients A , , , etc. 

Désignons par '•{'(x,) l’un quelconque de ces coeffi- 
cients; est une fonction rationnelle qui ne doit pas 
changer quand on remplace jr, par Sx, , 0* r, , . . . , 0"“' x, , 
puisquci|i(x,)est,commc J, , une fonction symétrique des 
quantités (q); et il en sera de même de la fonction 

• ->■■;'}'(•*.) O" '!'(•*.)• 

On aura donc 

en remplaçant .r, successivement par .r,, .r,, . . . , x„, , on 
aura desexpressionssemblablespour > ■> '{'(■*^'> 1)1 

et si l’on pose 

(il I e- = )■•; -I- -H. . . -t- .r' (.r„ ) , 

on aura 


Digitized by Googl 


\ iN(;T-si\iKMt: LKr.oiS. 


!k>;> 

le signe ^ s'éteiulantà toules les racines île l’cqualion (i). 

On voit, par là, ipie 1^ est une tonction symétrique cl 
rationnelle des racines de l’équalion (i), qui pourra, par 
eonsequent, s’exprimer rationnellement en fonction des 
quantités connues. 

Cela posé, en donnant à / les valeurso,i , (/;/ — i), 

l’équation (ii) donnera les suivantes ; 

I • -t- 

l y, 'i/ f-r ,) + 72'!' + • • • + 7 ™ '!' ('C™ ) = , 

( I 3 .) ( 7 Î ■■}' (■'•'.) + M + ■ • • + 7m ■} {-Tm )=f,, 

! x'"-' + rT- -H-'-v) + • • • + 7;:;- ’l M , 

dont les seconds membres peuvent être considérés cotnme 
connus. 

Pour avoir la valeur de ip(.r, ), ajoutons les é([ua- 
iions(i 2 ) après les avoir respectivement mulliplii'es par 
les indéterminées 

R(j , Ri , . . . , — 2 , I , 

et faisons , pour abréger, 

(i3) f(x) = 7"'~‘ + Rm_2 ... + R, V + Ro, 

on aura 

<p(7i)-M-®i) + ?(72)'M-»'2)+ • • ■ ?(7«")’!'('^'»>) 

— r, R» -(r fr Ri + • • • + R/n— J + ^m--i j 

et si l’on détermine les facteurs R», Ri, etc., par les 
conditions 

y (_>-,) = O, y(7,) = ü, .. . — O, 

ad 
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K 1^11 -t - ^1 1^1 + . + ^CT -j H„i_ i H- 

•plri) 

('hoi’clioiis iiiaiiiieiiant les valeurs do llo) lli, cto. D’après 
noire liypotlièse, rét|uatioii 

doit avoir pour racines ■ ■ ■ , ) mi mais ces racines 

apparliennent aussi à l’équation (io),qui admet en outre 
la racine y ,, on aura donc 

— ^ + P' + /'» -> ”* '’ +••■+/■'» -I J + /■’» 

~ y — I 

_ -I- J>, J™-' H- v» - J 4- ... -y- 

j'i y I ' -y Pm—-i y 

-t-r! + 


-t- 


Comparant les valeurs iji( y ) données parlesécpiaiions (lii) 
et (iS), on trouve 

I R«_J — /J, -h J-, , 
t K„_, =pî H- /), .y, H- , 

(<ti) ! 

j R, — + y>m-j y I -y ■ ■ • ~y .J ™ s 

. Ri = A'«-i -t-y'ra-iyi y'”* '- 

Ou lire aussi de l’équation (i5) 

Il ' / , ) = mj ' -y- (w — I ) /i, . 4- -a , 4- /4»-i , 



i 


> '* t 

on alli a 

(> 4 ) = 
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«i i;ii laisaiii , poiii- ahivgcr, 

I « = /'m -1 -t- + . . . + In- ■ />\ , 

I 1 = f<tPm—2 •+■ Il l>m~A + . ■ ■ + , 

1 m—1 — hPi -‘r ^ , 

T m — I ■— » 

on aura rettc valeur de '.j/ (.r, ) , 

(17) 4^(.r,)=: 

my”-' 4-(m - I )Piy"'~'‘ + --.->r1.pn-Ayi -I- Pm^i 

I,a formule precedente n’est en defaut que si le dénomi- 
nateur du second membre est nul. Or je dis qu’on peut 
toujours faire en sorte que cela ne soit pas. En elfet, ce 
dénominateur est égal au produit 

(r . — • {j^i— Xm ) >■ 

et pour qu’il soit nul, il faudrait que l’un des facteurs le 
fût, que l’on eût, par exemple, 

Xi = Xk- 

(iela po.sé, prenons pour ) , la fonction 

r, = (a — ) (a — ) {“ — O'.r,) . . . (or — 0"~'.r ) , 

a étant indéterminé; l’équation p, ou 

(a — .r, ) (a — 9.r, ) . . . = (a — Xk) (a — 0,r< ) . . . , 

ne peut avoir lieu, quel que soit a, à moins d’être iden- 
tique; ce qui est impossible, puisque les quantités a:*, 
Bxi, etc., sont différentes de .r,, 6ar,, etc. D’oû il suit 
qu’en choisissant comme il vient d’être dit, l’équa- 
tion (17) donnera pour valeur déterminée. 

Les coefficients A' , A', , etc., de l’équation (8), peuvent 
donc s’exprimer rationnellement par nue même fonction 

a 3 . 
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J , iloiit la valeur tlépeiul <rmu' ét|iiatl(>ii <lii Jcfji é /// 5 ci 
si dans ces cocliiciciits on remplace ) , snecessii i“menl par 
J'ïi Ysi- • -i V,„, on aura in ('(pialions du de^ré 11 . donl l«*s 
racines seront respeelivemenl 

X,, 0 . 1 :. 0" 'x. 

X, , 0X2 , . . . , 0”~' X, , 

a «i » ^ X P, 2 ... J I J' fi, . 

D’où il suit (jiie l’équation proposée peut èlri; déeoniposéi' 
en m éipialions cliacune dn degré n , dont les coeHicients 
sont respe< liv<-ment des fonctions rationnelles d une même 
racine d’nne équation dn degré m. 

(^ctle dernière équation n’est pas en général n’-soluble 
algébriqiK'ment , tpiand son degré surpasse le (jualriènie; 
mais l’équation (8) et les antres sendilables le sont lon- 
)Ours, en supposant eonnns les coeflicients A| , A", etc., 
eomme nous le démontrerons dans la leçon suivante. 
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V1ISGÏ-SEPÏ1È3JE LECOÎ^. 

UcMilulion al{]ébi'i<|ue dos équations dont loiitos les l'acines poiivont viir 
ropréseiitéos par x, 6x, 0' x, 9xétant une ronotioii ration 

U 

nollc do X «t de ({uanlitcs roiiiiucs, telle que 0 x=x, — ('.as où les 
<}uantilcs connues de y et de 0 sont réelles. — Sinii^lificution pour les 
liquations dont le de^ré est un nunibre composi'. 


D’après la lliéorie exposée dans la leçon précétient»- , si 
deux racines d^une équation irréductible de degré a — mu 
sont telles, que l’on jniisse exprimer ralionnellcmenl l'iinc 
par l’autre, l’équation se décompose en //; équalions du 
degré n dont les racines peuvent être représentées par 

X, 0,r, 

et dont les coelbcients sont des fonctions rationnelles res- 
peclivemen t d’une meme racine d’une équation de degré ni . 

Si l’on a m—i, et par suite a = n , ce (pii arrive né- 
cessairement dans le cas de p premier, les a racines de 
l éipialion proposée sont représentées par 

V, Ox, f}‘x,..., 0‘'~'ar, 

désignant une foneli<3n rationnelle de x et de quanti- 
tés connues, telle que 

9 ’',r z= .r. 

'roule (itpialion (pii a celte propriété peut être résolue 
algébriquement; la démonstration de cet important llico- 
r(•nle va faire le su|et de celle leçon. 
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. 5^8 

Hésululiou ul^cltrùjuf t/c.s éijitnlion.s dont toutes /es 
racines peuvent être représentées par ,r, bx. ô’.r, . . . , 

Soi i 

( ' ) — O 

une éi|uutioii de degré p, donl les racines sont 

X, Ox, 6i'.r,..., 

Ûx désignani une fonction rationnelle de x et de (|uantités 
connues, telle qn<- 

(a 

et, par coiiséquenl , 

(o 5 .r 0 

Désignons par a une racine quelconque de 

X = I , 

et posons, avec l.agrange, 

(4) {x) — x9.r -i- a’ 9’.c -4- . . . 2 '“'“' -r j j 

je dis que la fonction •j' (Jtt) est exprimable rationnelle- 
ment par les coefficients de J{x) et de 0[x). 

En elïet, remplaçons x par dans l’équation (4), 

on aura 

j:) == I (r.i- X ■+■ a' y“ , 

<'l, en ayant égard aux équations (a) et (3). 

xi = ^ t)".r + 20'"*'' .r 4- ot'“ “x 4 - 4-,..4- 0™~‘.r j 

=r ^'2"~"'x 4-2'’“"'’'0 j.- 4-...4-«"~'0'" -'x4-0"M t- 2 '" 0^'' 
^ y,: 2'0‘,rt-...4-2'^ '' 0 '^ 
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nu ('nfiii, à caubcilo ex' = i, 

+ = ’]'(•!•;■ 

Domiaiilà ni lesvaleurs successiveso, i , 2^..., ou a 

•>(.r) = >]/(0a;) = ^(8- .r) = . . . = ^ .»;) , 

«:t , par conséquent, 

['l' W +•..+- '1' ' ) I ; 

•I ou il suit que f(x) est une fonction rationnelle et syiné- 
I rique «le toutes les racines de l'équation (1); elle pourra 
donc i‘tre «îxpriniée rationnelleincnt ]>ar les eocfficienls 
de cette équation. 

Posons alors 

'l'k' = <’) 

on aura 

xe -f- ccOjc -t~ 0^ .«■ . . . -f- et' 0 ' 'a.' r , 

«'étant une «juantité eotiuiie. Kl si l'nu désiftne par 

' J ®l 5 *2, . • - , “u. I 

les U racines de IVvjualion 

•J 

•r ' =r I , 

par 

0», C,, . , . , 

les valeurs correspondantes de e, on aura 


1 c 4 - e.r 4- O’x-H 

+ '•'■—y",, 

1 .c 4- *1 & J 4- a* 0' -r 4- 


j-r 4- a, 8 .r 4 - a'O’j: 4 - 

. 4 - a'^ 8 X = yi- , , 

■ . ■ : ■ ■■■■■■■ 



r -f- a O r 4 - -/’ i)',r . 

. , 4 - a"”' o" '.r— (/'V-, 

y 1 0 r 
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La quaiilitt' rsi ininuVIialciiu'ni doiinéfî jiar l'équa- 

Uoii (i); car si l’on désigne par A le eoedlcient de .r"-' 
dans celte équation, on a 



Kn ajoutant les étjiiations (5). et avant égard aux pro- 
priétés connues des racines a , on a 



et l'on aura généralenieiii la valeur d’une racine ijuel- 
eonque 0"‘ x ^ en ajontant l<;s équations (5) respectivement 
multipliées pat 


on trouve ainsi 



CJ; b'" X = 





P 



et 1 on définira île celle formule les valeurs fie S.r, Ô'^x, 


0'’’ '.r, en flomianl à t/f les valeurs i, a, 3 ,..., (m — i). 

Dans I équation ( 6 ) et dans toutes celles qu’on déduit 
fie l'équation ( 7 ), on tloii considérer chaque radical 

ij/'V-f comme ayant toujours la même 

valeur. Si on laisse à cliaqutf radical toute sa généralité, 
l équalion ( 7 ) ne tliirère aucunement de l’équation ( 6 ), 
et cette dernière renferme l’expression de toutes les ra- 
cines. Il y a même ici une flifliculté, car rétpialion ( 6 ’) 

flonne [lour iiiif: expression fjui a u" ' valeurs, tauflis 
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<iue l’équalioii (i) n’a cjut; /jt latâuos. Mais nous avons Jéjà 
l'U l’occasion iriiKlicjUcr coninient on peut faire dispai'ailrc 
celle ainbiguïlé, en remaïquanl que quand on a fixé la 
valeur de l uii des radicaux, les aulres sont par cela luciue 
délerminés. 

Désignons pai x une i-acine primitive de l'équation 

a züT I , 

el posons 


a, == a, 


«J ■ 


on aui a 


^ V ! — X X a’S'.i' ' x , 

y/ 1 '„ = X a''0.c-)-a-"0U-+ . . . -f- 


Si l'on change .r en 6"hr, y/ v’i n’éprouve d’autre cliange- 

inent que d’èlre multiplié par ; cela résulte immé- 
diatement tl’un calcul fait au eomrnenccmonl de cette le- 
çon. Pareillement sera, par le même cliaiigemcnl de 

X en 6'"x, multiplié par d’on il suit que le ])io- 

duit 


U 

.sera multiplié par a '' = i , c’est-à-dire qu’il n’éprou- 
vera aucun cliangemeiil. Si donc on pose 



on aura 
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I l , |iar < ()iisni|m’iil , 

f(-> ) esl doiu; une fonclioii ratioiinello et sjinéli'iijiie des 
raeines de l’équalioii (i) , et on pourra respriiner ralioii- 
iiellemeiil parles cpianlilés eoiinues; en désignanl par n„ 
sa valeui-, on aura 


'p(.r + f{0.c. 







( )n pourra de eeite manière exprimer chacun des radicaux 
yA’î , ete., en i'oiiclion rationnelle de ^e, , et 1 é- 

ipiation (6) prendra la forme 


: 1 j^_ A+ ^e, + ( Ç.,) ^e, ) V . . .+ ^ ( ^e, ) ■' 


< ’.etie expression de x a précisément y. valeurs, (>t repré- 
sente bien les P racines de l’erpiation proposée. 

Il résulte de ce qui précède (pic si les p racines il' une. 
équation quelconque pe.m’ent cire représentées par 


X , t).r, O’jr,. 


Dx étant une Jonction rationnelle telle que Ô '* =x, ré- 
quation esl toujours soluble par radicaux , ainsi que nous 
l'avions annoncé. 

Kt en rapproehant cet énoncé du théorème démontré 
dans la dernière lc(;on , on a cet autre théorème ; 

Si deux racines d'une équation irréductible de degré 
premiei sont telles, que runr puisse s'exprimer rationnel- 
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Icnmnl en Jonction fie l’autre, réquation est soluble 
par radicaux. 

Cas où les quantités connues de f et de 0 sont réelles. 

Si tous les eoeHicieiUs de J cl de 0 sont réels, on a un 
théorème remarquable, que M. Gauss a établi le premier 
pour les équations dont dépettd la division du eerele en 
parties égales. 

Nous avons posé préeédemineni 

/ f # w. • »y — * \ 

Vy ~ [.V -h aOx -f- a* 0-.r -f- ... 4- a' 0' •ï' I , 

et nous avons établi que e, est une fonction symétrique 
des racines de l’équation f(x)=o, par conséquent e, 
est exprimable rationnellement par les coefficients de / 
eldcO; et si ces quantités sont toutes réelles, e, ne con- 
tiendra d’autres imaginaires que celle de la racine a. F.n 
outre, se déduit de i', en remplaçant « par l’expres- 
sion conjuguée a ; d où il résulte que e, et sont 
des quantités connues imaginaires et conjuguées. On 
pourra donc posei- 

,, ( jcos M — isinwt, 

V ‘ //—I — P COS ü) — y — I Sin fj>) ♦ 

^ous avons aussi, en général, 
el , ])our n =. U. — i , 



n-u..t est exprimable ralionindleineni par les eoellieients 
di' / e( de Ù, elh- ne peni doue renrei nn i d auln-s iina- 
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i;niair<‘.s (|U(’ ri ll(' (|iti ,so (roiivc fl.Tiis v.. Mais il csl c>i- 

(Iciil (juc rt„_, ne cliaug(‘ pas si l’on reni|>laee or j)ar y.' 
(|ui i‘sl sa conjuguée; clone c 7 ,/_i esl réelle. 

Des éf|iialions (9) cri (10) on déduit 


r.5 



Cl , eu désignant par a la valeur nuuiericjue de c/./_i 


= V"- 

l.a première des écjuations ( 9 ) clouiw alors celle valeur 


^ I', = V'« (cos ^ 


(*>-{- 7T . f** 7. / 7f 

1- y I sin 


)• 


cl l’expression dcrs raeincrs j', donnée par réc[ualion (H), 
prend celle l'orme Irc.s-reinarcpiable 

, - , w -f ?. / K ! . , „ ; \ 1 

— A -f- vcf cos— h V — ' sin M + 2 Ajt 1 ! 

I \ F / 

l / /• , I \i w + 2^'7r — - . w4-2Àn 

l + iy -t-ë V'^) ( cos 2 h -• 


|-4-( !•'+('. 




+ (yi+ëiv^) - — - — V- ' sii> 4 — - j 


ou et, /, t;, V, /., A'n raliou- 

• • ■ 27T , . 27r 

iielles de cos — et cle sm 

a F 

L’cMjualion précédcnlcr lera eoiiuailre les u racines <lc 
— o, en donnant au nomine entier /> les p. vaieuis 
O. I, 2, .1,. . p. — I. De la lé'sulle le tlié-oième suivant . 


Digiii^^Afi b' -j( -■ - 'U 



VIMiT-Sl:p-| Iti.VIE LE(,:0.\. ;Ujr> 

TiiÉoiiÈME. — Pour résoudre réqualion (i) / (.<■) = o, 
il sujjil : 

i" De dioiser la circonférence entière du cercle en y 
parues égales; 2 " de diviser ensuite un angle w en g par- 
ties égales; 3" d'extraire, la racine canée d’une seule 
ipiantité a. 

[Remarque. — Les copflicicnls de /' et de ôélani tous 
réels, si ime racine de /'(x) = o est réelle, toutes les autres 
le seront; puisque, si x désigne celte racine réelle, les 
autres racines sont 

0^r, 0^ X. 

Par consé(jueut, l’équalioti proposéea ses racines ou toutes 
réelles, ou toutes imaginairtïs. 

Simplification pour le cas où le degré, u est un nonihre 
composé. 

La mélKodequi vient d’ètrt* exposée pour la résolution 
algébrique <le l'équation 

( ' ) /(-r) = o 

est applicable à tous les cas, que « soit premier ou non; 
mais, dans ce dernier cas, on peut simpliber la soliuioii. 

Soit g = nin. Les racines de réquation (i) étant tou- 
jours 

Ox, O'x, . . , f ' X, 

nous pourrons les partager en m groupes de la manière 
sui vaille : 

X, 0-"x, OC'-O'nx, 

I Ox, d”+'x, 9”»s-' ,r, . . 9("-')'»+'x, 

{*). 


‘ ')”-'x, 9-™-'x, 9-'"-'x, . . . , 9'""-‘x; 
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OU, t,‘)i )iosaiU, 

,r =: .r,, Ox = x, , O’.r = .r,„ , . . , 0”'~' x — .r,„ , 

Cl 

(/” . 1 - = 9 , X , 

lie la manière suivante ; 



1 x„ ù,x„ o;x„ 

ô"*”' J' 

. . . , V , .i. 1 , 

(a) 1 

1 .r,, 0,x„ <j]x, 

1 

, . . . , 7, X;, 


, 0,x„, 0]x„ 

QU ” 1 ^ 

, . . . , 7 , . 

Kn appliquant donc à l'équation (i) la méthode exposée 
dans la leçon précédente, on pourra la décomposer en ni 
équations, chacune du degré », qui auront respective- 
ment pour racines les divers groupes (a), et dont les coelTi- 
cients seront des fonctions rationnelles d’une même ra- 

cine d’une équation 


(3J 

■Hx, 

) = O 

de degré m. Soient 

jo .n, . 

• • 1 Xm ) 


les nt racines de l’équation (3), et 

(4 ) y{x, y,) — O, r,) = o, . . , <j>(x, = o 

les ni équations qui ont rcspeclivemcnl pour racines les 
quantités du premier groupe (a), du deuKième , etc., du 
dernier. Je dis que, pour résoudre l'équation (i), il siiHit 
de connaître une racine j de l’équation (3), et ensuite une 
racine .r de l’équation 
(5) j)=o ■ 

(correspondante ; car on aura , de cette manière , une ra- 
cine ,r de l’équation (i), et les autres seront 

9,r, 0'.r,. . ., 
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L’É((iialioii [HoposÉi- (i) élaiil n'-soliil)li' algt'-ltrlijm»- 
nu'nl, l'i'cjualion (3) l’(;st aussi-, car y désigne uik; f'onc- 
lioti ratioimellc de .r. Mais je dis de plus que l’équa- 
tion (3) jouit de la même propriété que l’équation (i), et 
que, par conséquent , on pourra lui appliquer la luétliode 
de résolution précédeniuient exposée. 

En ertét, les racines de l’équation (i), reuferinées dans 
le premier des groupes (a), sont 

(ti) ,r, '/'".r, 

et J désigne une fonction rationnelle et symétrique tle 
ees racines, c’est-à-dire une fonction raiiotiiielle de ,r. 
Posons 

) = F{.r, rrx, = F(x), 

les III racines y,, Ti, ■ • ifm de l’équation (3) st-rout 
F(.r), F(0 j;), F(O'.r), . . . , F(0”-' .r), 

et l’on aura 

F(6.jj = Fi6.r, ¥r.c, 00 .r). 

Par conséquent, et F(.r) sont des fonctions ration- 

nelles et symétriques des quantités (6), et l’on pourra ex- 
primer rationnellement l’une par l’autre par la métitode 
des fonctions semblables rappelée dans la dernière leçon. 
Soit donc 

F(0x) = XFix) = Xj, 

X.r étant une fonction rationnelle de on aura 

F(Ô>.r) = XF(0x) = 

F(0\r) = XF(e’,r)=X>j, 


F(0"-'>.r) = XF(S— ’x) = X"-' 7 , 
et l’on voit que les /// racines de l’équatioiÉ (3) pourront 
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V, /,> , A""-'.)-, 

X désignant une f'omuion rationnelle telle que }."'y = y. 

L'équation (!î) une fois résolue, y sera connu, et on 
pourra apjtliquer à l’équation (5) la méthode précédem- 
ment exposée, puisrpie ses n racines peuvent être repré- 
sentées par 

r, 9, a:, q’x,. . 

On peut donc énoncer le théorème suivant ; 

Si fj. = mn, la rhnlulion c/e V équation (i) est ramenée 
à celle de deux équations des degrés ni et n resjjectioe- . 
ment, et qui ont la meme jiropriété que la. proposée. 

Si n est lui-mèrne un nombre composé m,n,, on ra- 
mènera, de la même manière, la résolution de l’équa- 
tion (5) à celle d’umî écpialion en ? 

(7) = o 

de degré m,, et à celle d une équation en ,r de degré o, 

( 8 ) y, z) = O. 

Dans réqualion ( 7 ) , y fait partie des quantités con- 
nues, et dans l’équation ( 8 ) il en est de même de p et de z, 
et, généralement, on a ce théorème ; 

I’héork.me. — Si P = nitnig . . . nt„ , la résolution de 
l’équation (i) est ramenée à celle de n équations des 
degrés 

Wi, w,,. . m„, 

respectivement , et il sujfit meme de connaître une racine 
de chacune de ces équations, qui ont toutes la même 
propriété que l’équation proposée. 

CoKoi.t.AinF., — Si, en décompo.sant p en facteurs pre- 
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tiiiers, on a 


:Uig 


P 1 />J Pu 

fA = £, 6, ... Su , 

la résolution de l’équation proposée de degré p se ra- 
mènera à celle de pt équations du degré s,, de pt équa- 
tions du degré £j, . . . , de p^^ équations du degré 
Exemple. — Supposons que u = i-Jo, les racines de 

(•) /{x) = o 

seront 

X, f).r, 9'x,..., 6“'.r. 


Comme 3o = 2 X i5, on prendra pour ) une ronction 
rationnelle et symétrique des quinze racines 

.r, 0-x, S'x, . . . , 0”x; 


Y dépendra d'uné équation du second degré 

( 2 ) y' H- Ar H- B = O, 

dont les coefficients seront immédiatement exprimables 
par ceux de la proposée; on pourrait former ensuite 
l’équation du quinzième degré ayant pour racines x, 
d^x , . . . , mais il est inutile de faire ce calcul ; repré- 
sentons, comme précédemment, par 

?(-r, y) — O 

cette équation, où y est une quantité connue. Comme 
i5 = 3 X 5, on prendra pour z une fonction rationnelle 
et symétrique des cinq racines 

X, 9“.r, 0'’x, 6'"x, 9“x; 

Z dépendra d'une équation du troisième degré 

(3 -t- Cs’ -t- Dz H- E = O , 
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iloiil h's ifiits siTonl dus Idiiolions ralioiimdics du * 

l'i dus auirus (|iinnlilûs «’onmiusi uniiii on Ibrinum l’û-’ 
(jiintion 

(,'j) + K.r* -y- G.r' + -4- K/t 4 - I. = o, 

avani pour rauinus 

JC, V X , fj'‘ .r , 0".c, 

cl clont lus uodliuiunis seronL (onctions rationnuilcs du ) ut 
du Z. La rûsolulion du l’é(jualion (i) sera ainsi rainunéu à 
Irouvur nno rauinudi^ l’équalion (y.), puis une du l’cqua- 
lion (3), puis unlîn unu du l’uqnalion (4). 

.filtre manière de ramener fa résolution île réi/uation ( i ) 
à celle d'éiinations de degivs inferieurs . ‘ 

n(n'unons au cas gûnéral , cl supposons 
U = m, m,. . . 

Désignons par //,, //j,-. . . , lus ipiotiunis ruspcctils du p 
|>ar /U|, m on aura 

U = = ni,iii = /// /(,= ... = m U . 

(iula posé, on puni, d aprùs uu (jui pruuùdu, ducoinposeï 
rûi|ualion 

/(.r) = O 

un deux ûqualions, dt;s m inaniùrus suÎa antes : 

Yi(x,)i)~o ayant pour racines r, 0 ”"i.r,..., 

0 i",-')"! .7 - , et dont tes coefficients sont des fonctions ration- 
nelles d’une racine v, d’une étjualiou i, (j ,) = o de de- 
gré II/,. 





(’■) 
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— O ayant pour racities :r, 0 "‘i.v, , 

et dont les coefficients sont des fonctions ration- 
nelles d’nne racine y , d’nne éf|iialion j-j) = o do de- 
ftré 


[ l-o, (•*’»->■«) = O ■■'yaïf Pfi"’ cacines ,r, '/"«.r, , 

, , ) et dont les coefficients sont des fonctions ra- 

^ J tionnelles d’nne racine v<, il’nne équation j't,,' =: o de 
\ (lettré m,,,. 

Supposons mainlenaiit (pu- ni,, ni,,. . ., iii,„ soient pre- 
inters entr<’ (mix, les etpiations • 

?| (-C, r,) = O , !pï(.r, x-j) = O,. . yj ~ <> 

n'auront ([ue la seule racine .r ('oininunc; donc, suivant 
un llniorème connu , on peut exprimer .r rationnellement 
par les cocflîeicnts de res équations, et, par conséquent, 
en fonction rationnelle de 7',, y ,, . . . , y Ces dernières 
quantités étant eonnues, on aura une raeine. de lYtqua- 
tion (i), et, par suite, toutes les racines. 

La résolution de réquaiion (i) est donc rameiûY à 
trouver une raeine d(‘ eliaeune des (‘quations 

(pii sont respectivement des degrés ni,, nit, . . . , in,.,. Kn 
ouïr»!, ces éc[uations ont la nn'nne propriété que la pro- 
posée, ainsi que nous l’avons établi précédemment; on 
'pourra doue leur applitjuer la nn'iine luétliode. Si l’on 
veut que ces é(piations soient les moins élevi/cs possibles, 
(!t si, en décomposant p én faetcurs premiers, on a 
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il faudra |)i»Midic 

• pt Plu 

m, = (P‘, /H, =r Si , . . - , »lf, = E(.| . 

(^uaiil à la rûs()lutioit de rliacnue des équalioiis 

Mr) = O 

de degré elle se ramènera à celle de /> éqiialions de 
degré e, ainsi (|ue nous l’avons démontré. 

Corollaire. — Toute équation de degré •>.>', dont des 
racines peuvent être représentées par 

,r, Ox, 

peut être résolue à l'aide de p extractions de racines 
carrées. • 




1 

1 

r 

f 
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VINGT-HUITIÈME LEÇON. 

Résolution algébrique des équations don! dépend U division du cerdc en 
un nombro premier de parties é^îales. — Division de la circonférence en 
dix-sept parties éj^ales* — Constniclion géométrique. 


Résolution algébrique dos équations dont dépend la 
division du cercle en un nombre premier de parties 
égales. 

Li- problème de la division du cercle en un nombre m 
<[uelconqiie de pai ties égales se ramène à la résolulioii 
de rétjuation binôme 

(1) Z™ — I = o ; 

car, si l’on fait 



on obtiendra les m racines de l’équation précédente, en 
donnant à k les m valeurs 

o, I , 2 , 3, . . . (w — 1 ) 

dans la formule 

Z = cos tiU H- \l — I sin ^/7 ; 

on connaîtra donc cosAa et sinA« lorsque l’équation bi- 
nôme sera résolue algébriquemeijt. 

IVious avons vu, dans la ti eizième leçon, que si m est un 
nombre composé, la résolution de l’équation (i) se ra- 
mène à celle d’équations de la même forme et de degré 
premier; nous supposerons donc m |)iemier et égal à 
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é * 

•>. a -+- I. l'.ii divisant 1 ci(|uatioii (i) par z — i, ol posant 
onsuiti- 

I 

Ï -t- - — .r , 

cllf'dovient .( <|ualor/.)èmc leçon) . ■ 

H- x^~' — ((/ — i) x^r ■ — ((ji — 2 ). 

- etc , O. ' 

1.2 . ■ 1.2 

('.'est de relie éiiualion (2) que dépend directemenl la 
division du cercle en 2U -i- 1 parties égales. Se.s u racines 
.sont représentées par la formule 

2 ^TT 

X = 2 ros = 2 ( OS n fi , 

2 ,fi-t-l 

dans laiptelle on doit donner à fi les u valeurs 

I , 2 , 3 5 ... IX , 

OU des valeurs <[ui n'en dilVèrenl (|ue par des multiples 
de 2pL -h I ■ 

Soit // une racine primitive pour le nombre premier 
2.p -t- I ; je dis cpie les u racines de l’équation ( 2 ) seront 

(3) 2COS«, 2COS//x(, 2COSnrt, ..., 2 cosn'*—' rt. 

Il est évident (jue chacune de ces p ipiantités satisfait, à 
l équation (2); il sullu donc de démontrer qu'elles sont 
toutes distinctes. Supposons, s’il est possible , que deux 
de ces quantités soient égales, et que l’on ait 

2 cos nP a 2. cos ni a , 

f ' ' 

/> et q étant <' \ on aurait 

nPn ± n'iti — 2 À tt , 



r 



\ iiNfiT-mn u:\ii, 


/ 

À (Icsiuiiiml un ii(»ml)r(; cmi<îr. Mais n — ~zl—- tlom . 
° 3. 4 I ’ 

n‘l ztz l) 

~3 y. 4- i" 

serait uii nombre entier; et comme 2_«4-i est premier, 
et que II 2U4-I , il s’ensuit que 2a4-i diviserait Tun 
-des deux nombres 4- i ou — i; il diviserait tlone 
leur produit 

_ I ; 

or ceci est impossible, car 2/» — 2</ est<[2jti., et // de 
signe itne racine primitive de 2_u. 4- i. Donc les qiian- 
(ilés (3) sont bien toutes les racines d<' l’équation (2). 

Si maintenant on fait 

x = 2 tais rt , <1 ,f — 2 ia»s fi/i , 

on aura 

0’,»; ~ 2fos«’«, O'x = 2 eosrt*/7 , , 0“''' a: — 2cos/("~' n , 
i‘t les racines de l écpiation (2) seroni représentées par 
r, Oa-, O’x, . . . 

on a, en outiai, 0 '^x=x\ car // étant racine primitive 

de 2.p.4- I, on a — 1 (inod. 2.u 4- 1); enfin Ox est 
une fonction rationnelle de .r , car cos nu est exprimable 
1 ationnellemeut en fonction de rosu. On voit donc que 
l’équation (2) est comprise dans la classe d’équations <pie 
nous avons étudiée dans la derni«“ic leçon, et l’on pourra 
la résoudre par la méthode <|ue nous avons exposée. 

Ici, la fonction rationnelle Ox a pour valeur (xoii 
quatorzième leçon) 

0 J' = ,r" 4- a ""' — (« 

I . 2 


— i).r" ’ — ^ [/I — 21 c“ ■ 

- 
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Rii appliquant à réquation (2) les théorèmes de la 
leçon précédente, on obtient les énoncés suivants ; 

i“. Si fx — itii ntt • • • on peut diviser la circon- 
férence entière du cercle en 2u -)- i parties égales à 
l'aide de o) équations des degrés in, , nit, • • • , ni^ res- 
pectivement. Si les nombres m, , tnt , ^ ni^^ sont pre- 

miers entre eux, les cocjficients de ces équations seront 
des nombres rationnels . 

2“. Si P = 2“, on pourra diviser la circonférence du 
cercle en 2 u + i parties égales , à l’aide de w racines 
carrées. En d'autres termes, « 2u-f- 1 est un nombre 
premier, et p= 2", on pourra diviser la circonférence du 
cercleen 2p-|-i parties égales , avec la règle et le compas . 

U”. Pour diviser la circonférence du cercle en 2p+ i 
parties égales , il sujfit de diviser la circonjérence entière 
en 2 P parties égales, de i/iviser un arc, qu’on peut con- 
struire ensuite en 2p parties égales , et d’ extraire la ra- 
cine carrée d’une seule quantité 

Ce dernier théorème est dû à M. Gauss. Ce géomètre a 
prouvé, en outre, que la quantité dont il faut extraire la 
racine carrée est simplement le nombre entier 2p-f- i. 

Voici comment Abel le démontre ; 

En désignant par 0 cette quantité, p est, comme nous 
avons vu, la valeur numérique du produit 

{x -t- aû.c+ a’O’j; (x + a“~' Ox +■ -f-a6i^“'j ) , 

où 

2 TT / . 2 7T 

a = cos 1- V — ' 

P P 

On a donc 

= 4 (cos« + acos/w -(- a'cos «’rt + ... cos/e'^"' 

X (cos« 4- X‘"~‘ ciisrtrt -h a''-’cos// V/ 4- ... -(- acus/i''~V/). 
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En développant ce produit, on aura un résultat de 
la forme 

±0 = + f, a H- . . . + al^-' , 

et l’on trouve facilement 


^m=4(‘-®S'*cos«'“a +cos//ncos/j”^'rt + ... -l-cos«“~'~"'rtcos«^“‘ 

4- 4(ros«'““'“«cosfl + cos«““”'"*'' a cos«rt -t- .. . 4-cos«'‘"'rtcos/i'"“'«) . 


En se servant de la formule 

cos«^rtcosn"^'’a = jCos(«’"'^rrt -|-nrrt)-4-^cos(«”’'^/'rt — «/■«), 

la valeur de t,„ prendra la forme 


4-2 


cos {«"-t - 1 )it 4- cos («'"4 - 1 ) «O 4- cos («"4 - 1 ) «’ n 4- . 
4- cos («“4 - 1 )«■“-' a 

cos(/J™ — i)a4-cos(«"' — i)na 4-cos(a™ — 1 )«’« 4- . 
4- cos (a" — I ) a 


•] 


ou, en faisant 

(a“ 4- I ) « = a', {«” — 1 ) a = a", 

t„~ 2 . cos a' 4 - 6 2 cos a' 4 - 0 ’ 2 cos a' 4 - ... 4- 9'“~‘ 2 cos a' 
4- 2 cosa" 4- 0 2 cosa" 4- 8' cosa"4-, . 6'““' 2 cos a". 

Cela posé, supposons d’abord qut; in ne soit pas nul; 
•.îcosrt' et 2 C 0 sa" sont des racines de l’équation ( 2 ), donc 

2 cos a' = o’ .»■ et 2 cos a" = s'. r, 
et I on aura 


U — (s’’.'.- 4- O'’’’"' 4- • — h 8 '“ ' .c 4- 4 - 8 .B 4 - . . . 4 - S’"' .c) 

4- (8 a; 4- 8 J" -f- . . . 4- 8 ' 4- 8 a-‘ -4* 4- 8 ' ’ a’) , 


I 

I 


) 
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ou 

!m “ ?' ‘U O^.r -f- . . . ^- û' *1') ; 

(•'esl-à-diro i[ue <„, est double de la soiiitue îles racines de 
l’équalion (2), Ia(|uelle est t%ale à — 1 , on a doue 

/™ = — 2. 

Nujiposons maintenant tu = o, on aura 

t.-=2 ^COS2« + t'OSSffrt -f roS2/i’« -t- . . . 4-tos j H-2 U. 

Or 2cos2d est lacine de l’é<|ualion (2); doue, en (aisant 
2 ( OS •>.n — jr, 

on aura 

— fo^.r -h 0°'^'.r -h. . ,-h -t- ar +- OaM- . . • + 0^ ’-rj -f- 2 // 

< l , pal oonséijucnl, 

t„ = 2 U I . 

D'apiès eela, la valeur de ± ^ sera 

±p= 9 . (i — 1 — 2 

I) ailleurs 

a + a’ -4- . . . + — i , 

donc 

± P = 2 U + 1 . 

(le (pi’il fallait démontrer. 

Dh’ision de la circoiijérencc en tlix-sepl /turfies égales. 

Kn faisant a/x-t- 1 — 17 ou u. = R . l’éipiation (2) (Ui 
paragraphe |uéeédcut devient 

(1) .j' ,r — 7 .e“ — ti.r'' (- i 5 i ‘ — lo r — lO J'’ — ,r -p i = O , 




Di. ■■ ■• 


■ni) 


vIim;t-ih iTiÈMr i.eçoa. 
cl ses in'i'iiifs , c(ini|)i iscs dans la formiiU- 

2 /' JT 

ri- 2 cos 1 

'7 

[Kiuvcnl être rejjréscnlces par 

{?.) . 1 -, (j.f, ^i’x, H-'x, 0'.r, (l^x , 0"x, O'.r. 

I^a plus pelitc racine primitive de 17 est 3 (vu/r la 
Table des racines primitives, page 3 a 6 ), et les résidus par 
rapport à 17 des puissances 

3 -, 3 ', 3 % 3 \ 3 ', 3 \ 3 \ 3 ’, 

sont 

1 , 3, 9, 10, i3', 5, i5, 1 1 ; 

donc, en faisant, pour abréger, 

2 TT 



les (juantités (2) seront 

2 rus « , 2 cos 3 n , 2 cos <) <t , 2 cOs 1 o « , 

2 COSi 3 «, 2 COs 5 rt, 2 COSi 5 «, 2COSIII/. 

Pour appliquer la méthode générale , il faut coiiiniencer 
par calculer une fonction rationnelle et svniétri(jue 9 des 

< pian ti tés 

2 cos a , 2 cos 9 « , 2 COS I 3 n , 2 cos 1 5 « . 

Posons donc 

/ = 2 cos a cos t) a -t- 2 cos 1 3 -t- 2 cos 1 5 rt , 

V dépendra d’um- éipiation du second degré, dont les deux 
racines seront 

( 3 ' y ,= 2 cos fl -t- 2 cos 9 fl 4- 2 cos 1 3 ft -t 2 cos 1 5 « , 

(' , =T 2 cos 3 fl 4- 2 cos 1 0 n 4 2 cos 5 « 4- 2 cos 1 t a. 

< .('Ite éipiation 4’sl bien aisée à former. < ai on a d’abord, 
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par l'équalioii ( i ) , 

( 5 ) /+/! = — 1 ;_ 

onsuile, en mullipliaiit j par i i iransfounaiu les pro- 
duits de cosinus en sommes à l’aide des l’ormules coiuiues, 
et ayant égard à l'erjualion identique 

cos (17 — m)a — cos ma , 

on trouve 


, /a cos -1-2 cos 1 3rt-t-2 cosgn-f-2cos ioo-+-2cos 1 3rt\ 

\ -(-2 COs 5 O -f- 2 cos i5o -t- 2 cos I I n /’ 

et, à cause de l’cquation (i) , 

(6) JJ. = — 4- 

L’équation cn j sera donc 

( 7 ) J — 4 = f'. 

et l’on peut considérer comme connues ses deux racines 
J elj,. 

Maintenant les quantités 

2 cos a , 2 cos 9 n , 2 cos 1 3 o , 2 ros 1 5 a 

sont racines d’une équation du (juatrième degré dont les 
coefficients sont fonctions rationnelles de y, et sur laquelle 
nous allons raisonner comme nous avons fait sur la pro- 
posée. Il faut, conformément à la méthode générale, 
chercher d’abord une fonction rationnelle et symétrique 
Z des quantités 

2 cos a , 2 cos 1 3 « . 

Posons donc 

Z — 1 cos a -y 2 cos 1 3 fl , 

l’équation en z sera du second degré, et aura pour l'acines 


(H) 

( 9 ) 


Z — 2 cos fl -I- 2 COS I 3 fl , 
Z, — 2 COS 9 fl 4- 2 cos 1 5 fl. 
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Un a d’abord 

(lo) 2-+-3, = J, 

•‘I eu multipliant z par s,, on trouve, après avoir rem- 
placé les produits de cosinus par des sommes, 


( 2 cm a 


-t- 2 cos 3 a - 1 - 2 cos g rt -t- 2 cos i o rt -H cos 1 3 a\ 
-t- 2 cos 5 n H- 2 cos 1 5 rt -I- 2 cos I O ^7 / 


ou, à cause que la somme des racines de l’erjuation (i) 
est — I, 

(l l) Z2, = — I ; 

l’équation en z sera donc 

( 12 ) z' — yz — I =r O. 

Knfin il ne reste plus qu’,n former l'équation du second 
degré dont les racines sont 

2 cos a , 2 COS 1 3 n , 

et dont les coellicienls peuvent s’exprimer en fonction ra- 
tionnelle de et de z. Mais on peut simplifier ici l’ap- 
plication de la méthode générale. 

Considérons l'équation du quatrième degré, dont les 
racines 

2 cos 3 « , 2 cos I O « , 2 cos 5 « , 2 cos I I « 

ont pour somme y,, et traitons-la comme nous avons 
fait de l’équation (jui a pour raeines les quantités dont la 
somme est y. On formera une équation du seeond degré 
ayant pour racines 

( I 3) 1 / Z= 9. cos 3 « -(- 2 cos 5 II , 

! 1 4) «I = 2 cos I on 2 cos lin, 

et, en opérant comme précédemment, on trouvera 

J 5, «4-«, = , 
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(.( 3 ) 


V l^^,ï-ln mi Ml- . 

HH, :i= — I ; 


1 = 0 , 


relit' équalioii en u sera tlone 
(17) .r,«- 

el les t|uanlilês u ei //, sont eotinues, ainsi (|iic z cl z,. 
Cela posé, faisons* 


. 8 ) 

' 9 ^ 

on aura d'abortl 
(20) 

et ensuite 


r = 2.eosff, 

X, = 2 eos 1 3 « , 


.» X, = Z, 


.r.r, = 4 eosrt eos 1 3 « = 2 eos 1 4 " 5 cos 1 ■>. h 

= 2 eos 3 « -f- 2 cos 5 H 

ou ' 

;' 2 ,i I rr., --- H ; 

X et ,r, seront dojie racines de l’équation 
(22; r’ — zx H — O. 

La résolution de l’équation (1) est ainsi ramenée à celle 


lies équations du second de^ré (7), (ra), {17) eljaa); le 
proldèinc est donc résolu. Nous allons cherclier mainte- 
nant à déduire de la théorie précédente une eonstruetion 
géométrique, pour elléetuer la division de la eirconfé- 
retice en dix-sept parties égales. 


( 'onstniction geo lué/riffdH . 


, Quand on se propose, dans la géométrie élémentaire, 
d’inscrire dans un cerclé’lcs polygones réguliers de trois 
ou deeinq côtés, on commence par inscrire ceux de six 
et lie dix côtés. De même, nous eominencerons ici jiar 


(.0 


pi .j h'.' Goi;;^K 


\ tTii;Mr 7 .e^:on . 

iusciir»; lo polygone régulier de irenle-cjualre eétés, i-elui 
dedix-scpl eùlés s’en déduira inimédialemcni. 

Soit une dcmi-eircouféreiirc , fl(^. d, partagée eu dis- 
sepi parties égales aux points 

"> c, d, e, f, h, i, J, X, /, ni, n, n, />, i/, r; 

la corde a/> sera le côté du polygone régulier inscrit d<- 
trente-quatre côtés, l't "les eordes ud, nj, ah, aj, al, an, 
ap seront les diagonales de ce polygone ou, si l’on veut, 
les côtés des polygones réguliers ctoilàs de tiaüite-qnatre 
côtés, que l’on peut inscrirt! dans la circonférence. 

En prenant le rayon pour unité, et faisant, connue 
précédemnu'iit , 

9. n 

' i 


on aura 


nb — •>. sin —, = -)- a cos I , 

34 

. 3;r 

tld -= ?. sni -n-T = — ?. cos 5 O , 

H 

. 5 r: 

tif — 2 sin -ir-T — 2 cos 3 a , 

34 


tth 


■ 7 " 

= 2s.n^^ 


cos \ \ n , 


■ r 

<7/ =2 Sin'.j-7 =-t-2COSIÔff, 

34 


I I -n 

td — 2 sin -5-;- = 

34 


2 COS I 0 7/ , 


I 3 TT 

rai 2 sin -:77- = -t- 2, coS( 7 , 

34 


. I 07 t 

II// = 2 sin -7-;- = 

34 


2 cosqri . 

(.oiiservons toutes les nutations tlu paragraplie piéeédeiit. 
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les étjiiations (^) <‘l (4) nuus doinienl ^ 

r = an — ap ah 4- nj, 

= af — al — ad — a/i. 

On voil que est négatif, car aj est <^al\ par suite, 
y est positif, puisque yy^ = — i . Faisant donc y , = — y , 
les équations ( 5 ) et (6) deviennent 

,r' — r = ‘ . 

ry = 4- 

I.es équations (8) et (9) nous donnent 

s = «« 4- ah, 

3 , = — np 4- aj-, 

Z, est négatif, car ap est >«/, et z est positif. Les équa- 
tions (10) et (i 1) deviennent, en faisant z, = — z\ 

Z — s' = y, 
zz' = l . 

Pareillement, les équations (i 3 ) et (i 4 ) donnent 

H — af — ad, 

«, = — al — oA ; 

«, est donc négatif, et u positif. Faisant », = — 1/, on 
aura, par les équations (i 5 ) et (16), 

— « = y\ 

uu' = 1 ; 

enfin les équations (18) et (19) donnent 

JC z=z an ^ 

,r, == ah , 

en sorte que ,r et ,r, sont positifs, et les équations ( 20) 
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'■*,*■1 (ai) coiist'rveiit leur forme 

.r -i- x, = Z, 

XX, = «. 

Le côté de notre polygone de trente-quatre côtés est x,, 
et, pour le construire, on voit qu’il suflSt, 

1 °. De construire deux lignes y et j' telles, que 

r' — r = ï. rr' = 4; 

a°. De construire quatre lignes s, z', w, u' telles, que 

z — z' = x, zz' —i, 
u' — U z= jr', uu' = I ; 

3”. De construire deux lignes x et x, telles, que 

X- -t- = 2, XX, = «. 

Construction, i". En un point O d’une ligne indéfinie 
\J\ , Jig. 4, élevons une perpendiculaire OA égale au 

rayon du cercle, c’est-à-dire à l’unité. Pre ons OC = 

puis, du point C comme centre, avec CA pour rayon , dé- 
crivons un cercle qui coupe en lî et D la ligne l)V ; on 
aura 

OB=-r, OD=ir'; 
a a • 

car 

aOD — 20B = 4-Of‘=* aOD X aOB =40A ’= 4- 

a”. Joignons AB, et du point B comme centre, avec OB 
pour rayon , décrivons une circonférence qui coupe en M 
et P la ligne AB prolongée, on aura 

AM = 2 , AP — z' ■ 

car 

4M — AP =r PM = a OB = )• ’ el AM . AP = ÀÔ’ = i . 
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Joignons par<‘illemeni AD , cl du point D oomine cenlie^ 
avec OD pour rayon, décrivons une circonférence qni 
coupe en N et Q la ligne AD prolongée, on auia 

AN = «, AQ = m'; 

car 

1 

AQ— AN = NQ = 20D = .r' et AN.AQ=AO=i. 


3". Rabattons AO en AE sur le prolongement de AD, 
décrivons sur NE, comme diamètre, un cercle qui coupe 

A ¥ 

AB en F -, du point F comme centre , avec Al = P®’"' 

rayon , décrivons un cercle qui coupe AD on Cr -, et, enfin , 
du point G comme centre, avec ce même rayon , décrivons 
un cercle qui coupe AD en K et H , on aura 


car 

cl 


a;, = AK , x = AH; 

AK 4- AH = 2 GF = 2 Al = AM = Z 

AK. AH = Âf’= AN.AE = AN.AO = H. 


l.e côté du polygone régulier de trente-quatre côtés inscrit 
dans le cercle dont le rayon est OA , est donc égal à AK,. 
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VINGT-NEUVIÈME LEÇON. 

Formule de Lagrange pour le déveîoppcinenl de i*«rtainGs fonclion> 
iinplicilcs. — Développement <l’nne racine de Ti'qiiation « = — 

Autre application de la série de Lagrange. 


Formule de Lagrange pour le développuneni de 
certaines fonctions implicites. 

Lagrange a donné, dans les Mémoires de V Académie 
de Berlin pour l’année 1768, une formule remarquable 
par laquelle on peut développer en série une classe étendue 
de fonctions implicites ('*'). Laplace a donné ensuite de 
cette même formule une démonstration très-simple fondée 
sur le calcul intégral , et que Lagrange a introduite dans 
sa Théorie des fonctions annlytüpics (**)■ Plus tard, 
M. Cauchy en a publié une nouvelle qui a l’avantage de 
faire connaître 1(5 rest<‘ de la série (***)■ Nous présente- 
rons ici la démonstration très-simple et très-directe que 
M. Duhamel a donnée ^ans son Cours de Mécanique 
de l’École Polytechnique . 

Soi^ une fonction z, d’une variable ,r, définie par l’é- 
(juatioii 

( 1 ) z = .T-yif{z), 

où t désigne un paramètre et / une fonction donnée quel- 


(•) Voir le Traité tir ta lirso/ution des Ètjuntions numérirjurs , Note IX, 

(**) Voir la 3 * edit. de cet ouvrage, que j'ai publico en 18/17, page 1.^17 
{“'*) Mémoires de l’Acadrmi/r rOfûlr dpf Sciences de l'Institut do France, 
!ome Vlll , page i3o. 

Dotixiéme parlie, page 57. 

9.5 . 
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conque. IVous nous proposons de former le développenieni 
de Z en sch’ie ordonnée suivant les puissances de t . 

On a, par la formule de Maelaurin, 


Z Zg -f- 

/ f/z 


f dz\ / d‘‘z\ t' I d’'z\ /" 

\dt).^-^ (dF) (dFjg-FFFFi'^^ 


C'O } 


U 


) ’ ■ ■ ■ ’ valeurs de z et de 

ilérivées pour / = o, et R„ le rc.ste de la série. 

En faisant f = o dans l'équation (i) , on a d’abord 


et il ne reste plus qu’à trouver généralement la valeur de 

f/™i 

jpr pour « = O. 

Considérant x et ^ comme deux variables indépen- 
dantes, et dilférentiant successivement l’équation (i) par 
rapport à chacime d’elles, on a 


dz dz 




dz 

dt' 


et, en éliminant f ( 2 ), 

(3) 

Cette équation fait connaitre la valeur de 
pour t = O , on a 


dz dz 


) car 


dz 

‘ djc 


donc 


I dz\ • , • 

(s).=^W- 

Pour avoir la valeur de > diHéreutions l’équa- 
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lion (3) par rapport à / , et ensuite par rapport à x; on 
aura 

d'z , d‘z , . <lz dz 

dF ^^^didi' 

cfz s d‘z ri I \ 

en éliminant -r-4- entre ces équations, et remplaçant 


dxdt 


dz 

It 


par sa valeur tirée de (3) , il vient 


=/(•)■£+*/«/■ W(IT 


f/’z 


dz Y 


et comme le second membre est la dérivée de /(z)' 
par rap|K)rl à x, on aura enfin 


'!l 

d.r 


( 4 ) 


d' 
db 

Faisant maintenant 

/ = O, 


dx 


il vient 




dz 

Tx 

df{xY 

dx 


Ou peut continuer de la même manière pour former les 
dérivées successives | | , etc.; mais, pour éviter de ré- 

péter sans cesse les mêmes réductions , nous comment*- 
rons par établir une formule générale qui simplifiera 
l’exposition de la méthode. 

.Soit (f[z) une fonction quelconque, et dillércniions 


<f (z) 


dz 

dx 
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par rapport à / , on aura 


tlx\ , dzdz , , * 


Ht 

ou, eu mettant à la place tl<; — et de leurs valeurs 

précédemment écrites, 

, (ii \ 

- = [ÿ' (s)/ '.*) ? (*) 1 ( ^ ■ 

Le second membre est la dérivée de 

dz 


<f{z) 


y(2)/(z) 


dx 


par rapport à x, on aura donc généralement 


(5) 


dt 


dx 


Au moyen de cette formule, on aurait pu déduire l’é- 
quation (4) de (3), en supposant f (z) = /{')• 

Faisons maintenant y(z) =f{z)*, l’équation (5) don- 
nera 


dt dx 


et par conséquent, en diAérentiant l’équation (4) par 
rapport à /, on aura 


r/*2 

d? 


. „ , dz 


dx^ 


en di Aérentianl cette dernière par ra[>poi l à /, cl se ser- 
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vaut de lerjualioii (5) où l’on fera o(z) = / (^)*, on aura 


(i‘z 


llx^ 


1 

fir 


et je dis que généralement 





(U" f/x*-' 


Comme nous avons établi celte formule pour les valeurs 
I, a, 3 de m, il suffit de démontrer que si elle a lieu 
pour une valeur quelconque de m , elle a lieu aussi pour 
celle même valeur de m augmentée d’une unité. Suppo- 
sons donc que l’équation (6) ait lieu, et faisons {^z)—J'(z)"‘ 
dans l’équation (5), on aura 


fit fi.v ' 

dilférenlions maintenant l’équation (6) par rapport à A, 
il vient 



érpialiün (|ui se déduit de (6) en changeant /// en m ■+■ i . 
L’équation (6) est donc générale, et en y faisant < = o, 
il vient ' 

/d"z\ ù"~'_/(x)“ 

\dt’')„ djf^' 

Le (Uùeloppemenl ( 2 ) de z .sera donc 


\l) 


Z — X a/ 


I . 2 rir 


t" r/"-‘/(x}" 


R, 


Propo.son.s-nous maintenant de former le développeinenl 
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d’une fonction quelconque F (z) de z en «ërie ordonnée 
suivant les puissances croissantes de t. * 

On a , par la formule de Maclauriii , 

V/“F\ t” 

[iîf). i .V.3V7. . ' 

en désignant par F#, » *itc., les valeurs de F et de 

ses dérivées pour < = o , et par R„ le reste de la série. Le 
premier terme F» est égal à F (jt) ; car on a z — x pour 

( d’’F\ 

~dt“ 

On a d’abord 


et, en difléreutiant par rapport à /, 

<lz 

il I K' (il /fl 

d 
~dt 




dx 


dt 


mais l’équation (5) donne, en faisant <j>(z) = V [z)f[z ) , 


dt 


dx 


donc 


d 

'dt 




dx 


On déduira pareillement de cette dernière, en faisant 
usage de l’équation (5) , 


d 

~di 




f/.r’ 
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et l’on ferait voir, comme précédemment, qu’on a géné- 
ralement 


(9) . 




H 

lit" 




dz 


faisant t = o,z = jr, — =i, cette formule donne 
^ dx 


I \ _ d^-'J F'(x)/(x) "j 

\dr"). 


dx^‘ 


Le développement (8) de F (?) sera , par conséquent , 


(lO) 


jF(?)=F(x)+tF'(x)/(x)-H- 

I 


f d[F'(x)/(x)»1 


dx 


. 


fl [F' (x)_/'(x)"] 


I . 2. 3. . . n 


rfx"" 


+- Rb- 


Quant à la forme du reste , je ne crois pas devoir en parler 
ici, et je renverrai le lecteur au Mémoire dans lequel 
M. Cauchy a développé cette question. 

Développement ^iine racine de l'équation z =x-\~tz'" . 

En faisant f(z) = dans l’équation (7), on a le déve- 

loppement suivant : 

im .3 m {3 III — i) , 

Z = X -J- X™ t -f- x’""' f’ -I ^ -5 X^"—- t’ -t- . . . 


I . 7. 


1.23 


nm (nm — 1 ) . . . {nm — /i -t- 2) 

H i ■X""-''-*-' r f- . . . , 

I 2.3. . 

pour celle des racines de l’équation 
Z = ,r -I- /z”, 

qui se réduit à x pour t = o. 

Le terme général n„ de cette série a pour valeui 

mu (mil — I ) . . . (mil — // -t- 2) 


1.2.3.. .11 ' 


"+| l" ; 
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•■t on »“n déduit 

«,^_i 1 {nm -f- m) (nm -H //; — i). . .(///« -f- i] 

«„ n + I [nm — /? -t- 2) . . . (nm — n -j- m) 

pour de très-grandes valeurs de n , ce rapport est à peu 


X— ' t : 


près égal à 


■ x"“ t. 


(m — I ' 

Il en résulte que la série précédente sel'a convergente, si 
celle quantité est inférieure à l’unité. 

filtre application de la série de Lagrange. 

La formule de Lagrange, appliquée à l'équation 
\ >) I 2 = Ç -I- (/"(s) , 

où ^ et / sont deux variables , dont la seconde est supposée 
assez petite pour la convergence de la série, nous donne 

' ' ^ \ .s.. . n f/Ç"- ' 

et, en dillérentiant par rapport h 

' ' ^Klt~Zéi.i...n dV‘ 

Maintenant soient 

F'(î) = 2"' et f(z) = 3 — I , 
l’é(|uaiion (1) donnera 

'<, — t dz 1 

I — f ’ rfÇ I — 

<*l , par suite, l’équation (2) devient 

(ç — r)" _ Y t" 1)" _ 

(1 — t)’""*'' 1.2... « dt“ 

Nous ferons usage de cette formule dans la leçon suivante. 
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Soliilimi (l’un problème d’unalyüe indeterinince rolatU'u la reprébuiitalion 
jîéomètrique des fonctions elliptiques. 


La question que je vais développer dans eetle leçon esl 
extraite du Mémoire sur la représentation géométrique 
des fonctions elliptiques et ultra elliptiques, que j’ai pu- 
blié dans les tomes X et XI du Journal de M. Liouville, 
et qui fait aussi partie du tortue XI du liecueil des Savants 
étrangers. 

Problème d’analyse indéterminée. 


Trouver toutes les solutions que peut admellre l'é- 
quation indéterminée 

e‘ilz- 


{■) 






z' — fl') (z- — a’) 

où c est une constante réelle, a et a. dcu.r constantes 
imaginaires conjuguées, en ne prenant pour x et j que 
des fonctions réelles et rationnelles de z qui ne puissent 
être infinies que pour z =. àz a et z — ± a.. 

Désignons, pour abréger, par i l'imaginaiie \! — i 
L’équation (i) peut s’écrire de la manière suivante : 

, ■ c/x 4- iÙY ilx idy 

(■>) ■ 


rdz 

z‘ — d‘ 


cdz 


et comme .r et y sont des fonctions réelles et rationnelles 
de s, les dt'ux lactenrs du premier membre de l’équa- 
tion (t) sont des fonctions rationnelles imaginaires et 
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fonjuguccs , ayant pour module l’unité. Donc, en dési- 
gnant par P et rs deux polynômes imaginaires et conjugués, 
par w un angle réel et par e la base des logarithntes népé- 
riens , on pourra poser 



(ix+idjr _ ^^■jj 

djc — i dy 


cdz rj ’ 

cdz 


z’ 

z> — a’ 

Oïl 



U (z’ — 

(3) 


-&Jt ® 

e -9 
P 


p{z' — a’) 


• La seconde de ces équations (3) se déduisant de la pre- 
mière par le changement de i en — < , il est inutile de la 
considérer; en intégrant la première, on a 


( 4 ) 


J a z‘ — rt’ 


et il ne reste plus qu’à déterminer les polynômes p el üs ^ 
de manière que l’intégrale du second membre soit algé- 
brique ; car, cela fait, on égalera à la partie réelle du 
second membre, y au coefficient de f, 'et le problème sera 
résolu. 

D’après l’énoncé du problème, a: cl ne doivent être 
infînies que pour z=±a, z—±a^ il en est donc de 
même de.r-|-/y et de x — ij'; par conséquent, le déno- 
minateur VS de la quantité sous le signe Ç ne peut con- 
tenir que les facteurs linéaires ' 

Z + a, Z — n , z-(-a, z — a, 

et il en est de même du polynôme conjugué /> ; d'où il 
suit <|ue P contient deux de ces quatre facteurs, et que rî 
contient leurs conjugués le même nombre de fois respee- 
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liv<!meiit. On peut faire quatre hypothèses : 


I”. 

p^{z — 

a)” (g a)", 

CI = (2 — 

fl)" 

(ï 

4- 

fl)»; 

' a”. 

l> = {z — 

a)" (g 4- a}", 

0 = (z 

a)" 

(* 

4- 

fl)»; 

3°. 

1 

II 

rtt)"^ (g -H fl)", 

CT == (2 

a)" 

(3 

4- 

a)»; 

4”. 

p={z — 

«)" (g 4- fl)", 

CT = (z ~— 

fl)" 

(2 

4- 

a)». 

Dans 

la première hypothèse 

, on a 






P dz 

{z — a 

{z -H a)'* 





CT Z’ 

fl’ (g — (g -f- fl';"'’"' 

’ 



dans la 

seconde , 








P dz 

1 

1 

i 

+ 

T 

tl-T • 





ET g’ 

fl’ (g — a)" 

(g -4- fl 

az y 





ou , en changeant ni en w -t- i , 

P dz (g — g)” (z -t- 

El g’ — a‘‘ (g — a)""*"' (g + ‘ 

La troisième et la quatrième hypothèse donnent les mêmes 

valeurs de - , — sauf que rt et a sont changés l’un 

ET g' — rt’ ^ ° 

dans l’autre, ce qui ne produit que le changement insi- 
gnifiant de i en — i. 

De tout cela, il résulte que les fonctions cherchées x et 
y seront données par l’une des deux équations suivantes ; 


(5) 

;6) • 


•r -t- i 


«i r {g — a)" (g -H a)" 

J (* — -I- 

(g — «)” (g -t- a)“ 


<y 




(g — a)'"'*"' (g -f- a)'* 


dz , 
dz. 


L’équation (6) est comprise dans l’équation (5), si l’on 
admet des valeurs négatives pour /« ; elle se déduit, en 
etlet, de l’équation (5) en changeant ni en — (m-|- t). 

On obtiendra la condition pour que l’intégrale de l’é- 
quation (5) soit algébrique , en se servant du théorème 
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quo nous avons élabli dans la sepliôine leçon; niais il 
convient aupaiavanl de transformer cette intégrale. 
Posons 

(a 

4 «a 


et prenons à la place de z une autre variable t, telle que 


a -h a I 


d’où 


: <7 ’ 


(iz 


O -t- a fit 


{z -t- ft)‘ ?.«(«■ — a} ' 

on aura, après quelques réductions faciles, 

/ (z — g)" (z 4- g)" 

(z — «)"•*■' (z r/)''"''' 


_ — (aa)" (« + «)'—" r (Ç _ A,» 


( 9 . # 7 ;" 


r (^-0 

J [\ — ?>-*■' 






Donc, pour (|ue ,r et soient algébriques, il faut et il 
suffit que l'intégrale 

( 7 ) f ( , 

l(“ soit. 11 faut donc qn’en développant 

( I ^-*-1 

en fraction simple, il n’y ait pas de termes contenant en 
dénominateur la première puissance de i — f ou de t; 
mais la dernière de ces deux conditions entraîne l'autre,- 
parce que le degré du dénominateur delà fraction ration- 
nelle surpasse au moins de deux unités le degré du numé- 
rateur. (A^o/r septième leçon.) 

La .seule condition, pour que l’intégrale (7) .soit algé- 
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brique, esl donc que la dérivée! de ' • 

(- !; 0" 

(i — r)'"+' ’ 

soit nulle pour f = o, ou que le développement de cette 
fonction, suivant les puissances de t, ne contienne pas 
de terme en t". D’ailleurs nous avons trouvé, dans la leçon 
précédente , 

(ç — f)" i)" 

(I — 1 .2.3. . . n de ■ 

la condition que nous cherchons sera donc 


( 8 ) ' 


l)" 


Celte équation en Ç est du degré in, et ses in racines 
sont réelles et comprises entre o et i . Ce théorème se dé- 
montre immédiatement, en appliquant m fois do suite le 
théorème de Rolle à l’équation 


Ç»(Ç— l)" = 0, 


(jui a m racines égales à o et n égales à i. 

En désignant par ^ 'une racine quelconque de l’équa- 
tion (8) , on aura 


(9)' 




(ni pourra se donner, à volonté, le module 6 des imagi- 
naires a et a, et si l’on pose 

(lo) ■ = 


les équations (y) et (lo) détermineront a et « , qui seront 
bien, en efïet, imaginaires et conjuguées, à cause de 

r<i- 

Considérons maintenant l’équation (6); comme elle se 
déduit de l’équation (ît) en changeant vi en — (m -f- i), on 
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peut aclineUre que la cuiidition nécessaire pour que l’iii- 
tégralc qu’elle cuiiticnt soit algébrique, se déduit de l’é- 
quation (8) par ce même changement. Cette condition 
sera donc 


/.(izill" 

Ç-+. 


Et, en faisant usage du théorème de Rolle , on voit que 
celle équation a toutes ses racines réelles et plus grandes 
(jue I , en sorte que , si l’on pose 

{n + xf 

4 «a ’ 


les quantités a «t st ne pourront pas être imaginaires et 
conjuguées. 

Ou voit enfin que l’équation (i) ne peut admettre de 
solutions réelles et rartionnelles que celles qui sont données 
par l’équation (5) , où rn et n représentent des nombres 
entiers indéterminés, et encore faut-il, pour qu’elle en 
admette effectivement, que la quantité 

.. __ + g)’ 

■ a . 

soit une racine de l’équation (8). 

Je lie parlerai point ici des applications que j’ai faites 
des résultats qui précèdent, et je renverrai le lecteur aux 
divers Mémoires que j’ai publiés sur cette question. 


FIIN. 
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